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O problema da programação diária da operação de sistemas hidrotérmicos tem como 
objetivo definir quais unidades devem estar operando, os respectivos níveis de gera-
ção, com o propósito de atender à demanda ao menor custo operativo. Uma caracte-
rística desafiante do problema da programação consiste em obter uma solução de boa 
qualidade com um custo computacional moderado. A obtenção de uma solução de 
boa qualidade requer uma modelagem detalhada da função de produção das unida-
des hidrelétricas e termelétricas, bem como das respectivas restrições de operação 
dessas unidades. Particularmente, neste trabalho tem-se como foco a modelagem das 
usinas hidrelétricas, dada a importância dessas instalações para o Sistema Elétrico 
Brasileiro. Assim, para essas unidades, as não-linearidades associadas à cota de jusan-
te, as perdas hidráulicas, o rendimentos da unidade e as zonas proibidas de geração 
são modeladas detalhadamente. Em conseqüência, o problema de otimização resul-
tante pode ser caracterizado como não-linear e de grande porte o qual pode ser trata-
do satisfatoriamente por meio da aplicação da técnica de Relaxação Lagrangena. De 
forma geral, essa técnica decompõe o problema em subproblemas menores, com ca-
racterísticas distintas e mais fáceis de serem solucionados. Para obter um tempo com-
putacional compatível com o horizonte de estudo, especial atenção deve ser dada ao 
subproblema de alocação das unidades hidrelétricas, o qual é natureza combinatória. 
Nesse sentido, este trabalho propõe duas formas distintas de decomposição do pro-
blema, baseadas na Relaxação Lagrangeana, possibilitando o estabelecimento de uma 
análise comparativa das soluções apresentadas e dos tempos computacionais, que por 
sua vez possibilita definir, para problemas reais, a estratégia de decomposição mais 
apropriada.  Os estudos foram realizados utilizando-se uma configuração reduzida 
extraída do Sistema Elétrico Brasileiro, constituída de cinco reservatórios, 22 unidades 
hidrelétricas e duas unidades termelétricas. 
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The daily operation programming problem of hydrothermal systems aims to define 
which units should be in operation, the respective generation levels, with the purpose 
to matching the demand at the minimum operative cost. A challenging feature of this 
programming problem consists in obtaining a solution with good quality and moder-
ate computational burden. In order to obtain a good solution, a detailed modeling of 
the production functions of hydroelectric and thermoelectric units, as well as of the 
operative constraints of these units is required. Particularly, this project has as main 
focus the modeling of hydroelectric units, given the importance of these facilities for 
the Brazilian Electric Sector. Then, regarding these units, the nonlinearity associated to 
the tailrace level, the penstock losses, the efficiency function and the forbidden opera-
tive zones are modeled in a detailed way. Consequently, the resulting optimization 
problem possesses nonlinear and large scale characteristics, which can be addressed 
satisfactory by means of the Lagrangian Relaxation technique. In a general way, that 
technique decomposes the problem into smaller subproblems with different character-
istics and easier of solving. To obtain a compatible computational burden with time 
horizon, particular attention should be given to the hydro unit commitment subprob-
lem, which is of combinatorial. On this way, this project proposes two different forms 
of decomposition of the problem, based on the Lagrangian Relaxation technique, mak-
ing it possible to establish a comparative analyses about obtained solutions and com-
putational burden and, consequently, to define for real problems, the decomposition 
strategy most suitable. The developed studies used small configuration extracted from 
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CAPÍTULO 1 INTRODUÇÃO 
O sistema de produção e transmissão de energia elétrica do Brasil, Sistema 
Interligado Nacional – SIN, pode ser classificado como hidrotérmico, predominan-
temente hidrelétrico, de grande porte e com múltiplos proprietários (ONS, 2006a). 
A maior parte dos recursos de geração se distribui em 12 bacias hidrográficas de 
diferentes regiões do país. Conceitualmente, a operação centralizada do SIN está 
embasada na interdependência operativa entre as usinas, na interconexão do sis-
tema de transmissão e na integração desses recursos para o atendimento à deman-
da e ao mercado de energia1. A interdependência é causada pelo aproveitamento 
conjunto dos recursos hidrelétricos, por meio da construção e da operação de usi-
nas e reservatórios localizados em várias bacias hidrográficas. Dessa forma, a ope-
ração de uma determinada usina depende das vazões liberadas a montante por 
outras usinas, ao mesmo tempo em que sua operação afeta as usinas a jusante, de 
forma análoga. A utilização dos recursos de geração e transmissão de forma inte-
grada permite reduzir os custos operativos, mediante a minimização de geração 
termelétrica.  
Atualmente as atividades que visam obter a operação centralizada do SIN, 
as quais são realizadas pelo Operador Nacional do Sistema Elétrico – ONS, podem 
ser agrupadas em cinco áreas (AZEVEDO FILHO, 2000; FINARDI, 2004): 
(1) Planejamento da Operação: engloba os estudos e análises operacio-
nais com um horizonte variando de 5 anos até uma semana; 
                                                 
1 Demanda, ou carga de demanda, é definida como a potência elétrica média solicitada pelo siste-
ma durante um determinado intervalo de tempo. Por sua vez, carga de energia é a carga expressa 
em MW-médios, equivalente à soma das cargas de demanda em um determinado período de tem-
po, dividida pelo referido período de tempo. Quando expressa em MWh, corresponde ao somató-
rio das cargas de demanda integradas na hora do referido período. 
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(2) Programação Diária da Operação Eletroenergética: atividades ope-
racionais desenvolvidas dentro de um horizonte de uma semana até 
o dia que antecede a operação propriamente dita; 
(3) Supervisão e Coordenação em Tempo Real (Despacho): engloba as 
atividades que vão desde a operação em tempo real até algumas ho-
ras à frente; 
(4) Análise e Estatística Pós Operativa: atividades de análise dos resul-
tados da operação, com armazenamento de dados estatísticos que re-
alimentarão as áreas citadas anteriormente; 
(5) Contabilização e Faturamento Energético. 
A Figura 1 detalha um pouco mais algumas atividades realizadas pelo ONS 
na operação centralizada do SIN. 
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Figura 1: Atividades Típicas da Operação Integrada do Sistema Interligado Brasileiro. 
Nas atividades (3), (4) e (5), os interesses estão voltados, basicamente, para a 
garantia de qualidade e confiabilidade do suprimento, os relatórios e análises de 
operação e a contabilização dos suprimentos entre os agentes. Por sua vez, no pla-
nejamento da operação, os estudos energéticos, ligados às fontes de geração, e os 
estudos elétricos, ligados à análise da rede, são realizados por cadeias de modelos 
distintas, as quais se relacionam entre si pela inclusão das restrições elétricas mais 
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relevantes nos estudos energéticos e vice-versa. Detalhes sobre os estudos referen-
tes ao Planejamento da Operação Elétrica e ao Planejamento da Operação Energé-
tica podem ser encontrados nos módulos 6 e 7, respectivamente, do Procedimento 
de Rede (ONS, 2006a). Por sua vez, na programação diária, o inter-relacionamento 
entre os estudos elétricos e energéticos é bem mais evidente, traduzindo–se num 
único modelo onde são analisados aspectos ligados às fontes de geração e à rede 
de transmissão2. 
Especificamente citando ainda do sistema hidrotérmico brasileiro, a etapa 
da Programação Diária da Operação Eletroenergética tem como objetivo o estabe-
lecimento do programa diário de geração e intercâmbios do SIN, visando garantir 
a otimização energética dos recursos de geração e a segurança operacional, consi-
derando (ONS, 2003b): 
(a) Políticas e diretrizes do Programa Mensal da Operação Energética – 
PMO, e suas revisões semanais (ONS, 2003a); 
(b) Restrições elétricas entre e intra-subsistemas; 
(c) Cronogramas de manutenção das unidades geradoras; 
(d) Programa de intervenções em instalações da rede de operação; 
(e) Restrições hidráulicas, de uso múltiplo da água e ambientais; 
(f) Restrições em instalações e equipamentos. 
A programação diária é um problema de otimização não-linear e inteiro 
misto, tal complexidade matemática é necessária, uma vez que, no caso de siste-
mas hidrotérmicos, por exemplo, o objetivo consiste em determinar uma política 
                                                 
2 Os modelos de planejamento da operação energética de médio e curto prazo, os quais são usados 
na elaboração do Planejamento Anual e no Programa Mensal da Operação Energética, respectiva-
mente, possuem um ferramental bastante desenvolvido e são resultados do desenvolvimento téc-
nico-metodológico obtido no setor durante as últimas três décadas. Por sua vez, o modelo da pro-
gramação diária da operação eletroenergética encontra-se nas fases de implementação, validação 
técnica e computacional. 
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ótima de geração, isto é, níveis de geração das unidades, intercâmbios, defluência 
e armazenamento dos reservatórios, que minimize o custo total de operação em 
um horizonte de, por exemplo, um dia discretizado em base horária. Como restri-
ções, destacam-se àquelas relacionadas ao atendimento da demanda, requisitos de 
reserva, limites do sistema de transmissão, bem como as diversas restrições opera-
tivas individuais das unidades e dos reservatórios. 
O uso de métodos de otimização para a solução do problema da programa-
ção é atrativo do ponto de vista econômico devido aos elevados custos operacio-
nais envolvidos. Adicionalmente, também é atrativo sob ponto de vista acadêmico 
por causa do desafiante modelo associado e que ainda deverá ser construído. Nes-
se sentido, uma implementação computacional de um problema de otimização 
depende, crucialmente, da precisão do modelo e, adicionalmente, da existência de 
dados confiáveis. 
Ainda, é importante lembrar que aspectos ambientais têm recebido uma es-
pecial atenção e, sem dúvida, uma eficiente utilização de um sistema de energia 
elétrica pode contribuir para reduzir os efeitos danosos ao meio ambiente. 
Este projeto tem como foco principal alguns aspectos ligados com o modelo 
da programação diária da operação energética. A ênfase está no desenvolvimento 
da estrutura matemática que aparece neste tipo de modelo de otimização, e como 
explorá-la sob ponto de vista computacional. A metodologia utilizada é a Relaxa-
ção Lagrangeana - RL, a qual tem provada na literatura sua capacidade de manu-
sear eficientemente as restrições que comumente aparecem neste tipo de proble-
ma. No sentido de aplicar a RL em um problema de grande porte, onde existe a 
presença de não convexidades, a estrutura de um dado problema deve ser explo-
rada o máximo possível. Isto, naturalmente, resulta em uma limitação de aplicação 
mais genérica. Todavia, idéias e os métodos propostos aqui, para um caso especial, 
podem, freqüentemente, dar uma visão inicial das propriedades de problemas 
mais gerais, isto é, sem as simplificações adotadas neste trabalho. 
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Uma desafiante característica do modelo da programação é a exigência de 
resolvê-lo em curto período de tempo. Tal exigência, encontra na natureza combi-
natória do problema, o maior empecilho computacional. Portanto, existe um com-
promisso óbvio entre qualidade da solução e o esforço computacional. Nesse sen-
tido, a obtenção de limites inferiores para a solução ótima do problema é de parti-
cular importância. Tais limites podem ser obtidos a um custo computacional acei-
tável, pela solução do problema em sua versão relaxada, ou seja, pela aplicação da 
RL. 
O documento está organizado da seguinte maneira. O capítulo seguinte 
descreve a modelagem do problema, detalhando o sistema hidrotérmico estudado, 
o qual representa uma configuração reduzida com cinco usinas hidrelétricas e du-
as usinas termelétricas. Devido à predominância hidrelétrica do sistema brasileiro, 
maior ênfase é dada à modelagem dos reservatórios e das unidades hidrelétricas, 
mediante a ilustração das principais características básicas operativas. 
No Capítulo 3, a estratégia de solução baseada na Relaxação Lagrangeana é 
apresentada. A decomposição é baseada na introdução de variáveis artificiais na 
estrutura de acoplamento (temporal e espacial) do problema de forma convenien-
te, no sentido de criar subproblemas menores, com naturezas matemáticas distin-
tas e mais fáceis de solucionar. Duas maneiras de decompor o problema são for-
muladas. A principal diferença está no tratamento da natureza combinatória pre-
sente na operação das unidades hidrelétricas. 
Por sua vez, o Capítulo 4 tem como objetivo analisar comparativamente as 
duas formas de decomposição mostradas no Capítulo 3. No sentido de se obter 
uma maior sensibilidade na solução do problema, algumas modificações no pro-
blema primal são efetuadas. 
Finalizando o trabalho, no Capítulo 5 são descritas as principais conclusões 




CAPÍTULO 2 MODELAGEM DO PROBLEMA 
2.1 INTRODUÇÃO 
O objetivo principal deste capítulo é apresentar a formulação matemática 
do problema de otimização de interesse deste trabalho. Antes, porém, o capítulo 
inicia descrevendo o sistema hidrotérmico utilizado. Conforme será visto, é dado 
ênfase para a descrição das unidades hidrelétricas e dos reservatórios. 
A Figura 2.1 mostra esquematicamente o sistema hidrotérmico utilizado no 
trabalho de dissertação. De acordo com essa figura, pode-se notar que o sistema 
possui duas usinas termelétricas e cinco usinas hidrelétricas acopladas hidrauli-
camente. Na figura ainda é possível observar que o sistema de transmissão é com-
posto por três barras e três linhas de transmissão. Cada barra desse sistema possui, 
além da geração, uma determinada demanda de energia. 
 
Figura 2.1: Diagrama Esquemático do Sistema Hidrotérmico. 
No sentido de representar adequadamente as características operativas des-
te sistema hidrotérmico no modelo da programação proposto, a seguir serão co-
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mentadas as principais características operativas dos elementos de geração e de 
transmissão. 
2.2 SISTEMA HIDRELÉTRICO 
O parque gerador hidrelétrico é composto por cinco aproveitamentos dis-
postos na bacia do Rio Iguaçu. As usinas mostradas na Figura 2.1 (de montante 
para jusante, isto é, de H1 para H5) são: Foz do Areia, Segredo, Salto Santiago, Sal-
to Osório e Salto Caxias. Todas as usinas hidrelétricas possuem quatro unidades 
idênticas, exceto Salto Osório que possui seis unidades, separadas em dois grupos 
de unidades idênticas: um grupo com quatro e o outro com duas unidades. 
Dois aspectos são importantes para se descrever à operação das usinas hi-
drelétricas: a função de produção das unidades geradoras e as restrições operati-
vas associadas às mesmas e aos reservatórios. Inicialmente serão descritos as prin-
cipais equações e variáveis que estão associadas com a representação dos reserva-
tórios no problema da programação diária. Logo em seguida, essa mesma tarefa é 
realizada para as unidades geradoras. 
Os dados de limites operativos das unidades, das usinas hidrelétricas e de 
seus respectivos coeficientes da função de cota de montante e cota de jusante fo-
ram extraídos de ONS (2006b). Os coeficientes de rendimento e de perda no con-
duto forçado das unidades foram extraídos de Finardi (2003). 
2.2.1 Reservatórios 
Uma das principais características associada à operação de um reservatório 
é descrita pelo princípio da conservação da massa, isto é, o volume de água de um 
reservatório, no final de um estágio de tempo, deve ser igual ao volume no início 
do estágio mais o volume afluente, menos os volumes defluente, evaporado e infil-
trado3. 
                                                 
3 Neste trabalho, desconsideram-se os efeitos de evaporação e infiltração da água. 
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Matematicamente, esse princípio pode ser representado por: 
( )+ + + − − =r,t 1 1 rt rt rt rtv c Q s a v 0  (2.1) 
onde: 
t  índice associado aos estágios da programação, tal que t=1,T 
(número total de estágios da programação); 
r índice dos reservatórios do sistema, tal que r=1,R (total de reser-
vatórios); 
rtv  é uma variável de estado que representa o volume armazenado 
do reservatório r  [hm3] no início do estágio t; 
rtQ  é uma variável de decisão que representa a vazão turbinada da 
usina [m3/s] durante o estágio t. Seu valor é dado pela soma das 
vazões turbinadas de todas as unidades que estão operando du-






jrtrt qQ  
(2.2) 
                  onde: 
 rtJ  número total de unidades hidrelétricas em operação 
do r-ésimo reservatório, durante o estágio t; 
 j índice de unidades hidrelétricas (turbina-gerador), tal 
que j=1,Jrt;  
 jrtq  é uma variável de decisão que representa a vazão tur-
binada da unidade hidrelétrica j [m3/s], no reservató-
rio r e no estágio t; 
rts  variável de decisão que representa a vazão vertida na usina du-
rante o estágio t, em [m3/s]; 
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rta  vazão afluente do reservatório r durante o estágio t, em [m3/s]. 
Note que art pode ser composta da seguinte maneira: 
(a)           rtrt ya =   (2.3) 
caso não exista reservatório a montante do reservatório r. Deste 
modo yrt é uma constante [m3/s] que representa a previsão para 
a vazão afluente incremental no reservatório r no estágio t; 




= + +∑ mr mr
(r)
rt rt r,t τ r,t τ
m
a y Q s   (2.4) 
caso existam m reservatórios a montante do reservatório r, onde, 
ℜ (r)+ é o conjunto de reservatórios imediatamente a montante do 
reservatório r e τmr é o tempo de viagem da água entre os reser-
vatórios m e r; 
1c  constante que é utilizada para calcular o volume associado com 
uma vazão constante ao longo de um estágio de tempo t qual-
quer. Seu valor depende do sistema de unidades utilizado4. 
Conforme descrito matematicamente em (2.1)-(2.4) a equação da conserva-
ção da massa da água garante que a operação dos reservatórios seja acoplada no 
tempo e no espaço. Isto é, essas equações apresentam simultaneamente variáveis 
de distintos estágios de tempo e reservatórios do sistema. Adicionalmente, é ne-
cessário ainda observar que algumas variáveis devem estar restritas a determina-
dos valores devido às características construtivas das usinas ou de restrições hi-
dráulicas especiais. Dentre as mais importantes destacam-se os limites de armaze-
                                                 
4 Por exemplo, o volume V, associado a uma vazão Q de 1000 m3/s durante o intervalo de uma 
hora (i.e., 3600 segundos) é calculado pela seguinte equação:  






Neste caso, c1=0,0036. 
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namento e vertimento dos reservatórios (inequações 2.5 e 2.6, respectivamente) e 
as restrições de defluência (Inequação 2.7). No caso brasileiro, usualmente, os limi-
tes de vazão defluente são impostos pelo manuseio da água na irrigação, navega-




r vvv ≤≤ +  (2.5) 




rt dsQd ≤+≤  (2.7) 
onde: 
min
rv  representa o limite mínimo do reservatório r, em [hm3]; 
max
rv  representa o limite máximo do reservatório r, em [hm3]; 
max
rs  representa o vertimento máximo do reservatório r, em [m3/s]; 
min
rd  vazão defluente mínima, [m3/s] do r-ésimo reservatório durante 
o estágio t; 
max
rd  é a vazão defluente máxima, [m3/s] do r-ésimo reservatório du-
rante o estágio t. 
No que se refere à coordenação com o problema de mais longo prazo, essa 
tarefa, no caso brasileiro, irá ser realizada pelo acoplamento da função custo futu-
ro5 no final do horizonte da programação (ONS, 2003a). Todavia, para obter tal 
função, seria necessário realizar uma otimização operativa da configuração hidro-
térmica, com base nos custos de geração termelétrica associados a diversos cená-
rios de afluência no futuro. Isso não é de interesse deste trabalho e, portanto, não 
será incluída a função custo futuro na modelagem do problema. Todavia, na tenta-
tiva de se considerar, pelo menos de forma aproximada, o efeito da função de cus-
                                                 
5 O conjunto de restrições referente à função de custo futuro da água é fornecido pelo modelo 
DECOMP. Esse modelo é responsável pela elaboração, dentre outras atividades, do Programa 
Mensal da Operação Energética (2003a). 
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to futuro, foi representado no problema limites mínimos de armazenamento dos 
reservatórios que devem ser respeitados no último estágio de estudo, da seguinte 
maneira: 
LP
r1Tr, vv ≥+  (2.8) 
onde: 
LP
rv  é o mínimo volume do reservatório r ao final do período de es-
tudo, isto é, no início do estágio T+1. 
2.2.1.1 Queda Bruta 
Uma importante variável associada com a operação de um reservatório é a 
altura de queda bruta. Essa queda, em metros, é dada pela diferença entre cota de 
montante e cota de jusante. A cota de montante é uma função não-linear do volu-
me armazenado no reservatório e a cota de jusante é também uma função não-
linear da vazão total turbinada na usina e da vazão vertida. No caso brasileiro, 
essas cotas são representadas por polinômios de quarta ordem. 
Matematicamente, altura de queda bruta média de um dado reservatório r, 
durante o estágio t, hbrt, é dada, por: 
( ) ( )
( ) ( )
= + + + + − − + − +
− + − +
2 3 4 2
rt rt rt rtrt 0 1 2 3 4 0 1 rt rt 2 rt rt
3 4
3 rt rt 4 rt rt
hb a a v a v a v a v b b Q s b Q s




40 a,...,a  são os coeficientes do polinômio que compõem a cota de mon-
tante do reservatório;  
40 b,...,b  são os coeficientes do polinômio que compõem a cota de jusante 
do reservatório;  
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rtv  é o volume médio ao longo do estágio t6, dado por (vrt+vr,t+1)/2. 
A Tabela 2.1 contém os coeficientes do polinômio da cota de montante para 
cada reservatório. 







Foz do Areia 0,6509 0,3499 -0,6500 0,7778 -0,3953
Segredo 0,5525 0,2469 -0,2103 0 0
Salto Santiago 0,4477 0,1823 -0,2871 0,3003 -0,1273
Salto Osório 0,3970 0 0 0 0
Salto Caxias 0,3250 0 0 0 0  
A Figura 2.2 ilustra o comportamento da cota de montante das usinas hidre-
létricas. Pode se observar que a cota de montante das usinas de Foz do Areia, Se-
gredo e Salto Santiago é uma função estritamente côncava8. Por sua vez, a cota 
montante de Salto Osório e de Salto Caxias é dada por uma função constante, da-
do que as usinas são do tipo fio d’água. Nas figuras ainda é possível observar os 
limites de armazenamento dos reservatórios. 
                                                 
6 Rigorosamente a expressão que define a cota equivalente de montante é dada por uma integral 
que depende dos volumes inicial e final de um dado estágio t. Como a variação da cota montante 
não é significativa no planejamento de curto prazo, a simplificação pelo volume médio é uma boa 
aproximação (FINARDI, 2003) para a grande maioria dos reservatórios do caso brasileiro. 
7 As unidades referentes aos coeficientes do polinômio de cota montante são: a0[m], a1[m/hm3], 
a2[m/hm6], a3[m/hm9] e a4[m/hm12]. 
8 A análise da concavidade (convexidade) de uma função pode ser dada pela sua derivada segun-
da, da seguinte maneira: 
< ∀ →⎧⎪≤ ∀ →∂ ⎪⎨> ∀ →∂ ⎪⎪≥ ∀ →⎩
2
2
0, v estritamente concava
0 v concavafcm
0, v estritamente convexav
0 v convexa
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Figura 2.2: Comportamento da Cota de Montante dos Reservatórios. 
Da mesma forma que para a cota de montante, a Tabela 2.2 mostra os coefi-
cientes da cota de jusante para os reservatórios, e a Figura 2.3 ilustra geometrica-
mente o comportamento das funções associadas. 
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Foz do Areia 0,6019 11,060 4,209 -83,110 47.610
Segredo 0,4900 0,608 2,925 -23,200 4.565
Salto Santiago 0,3944 21,110 -0,792 2,352 -271,4
Salto Osório 0,3218 22,810 -1,403 3,842 -536,3
Salto Caxias 0,2579 6,208 -0,172 0,228 0,122  
                                                 
9 As unidades referentes aos coeficientes do polinômio de cota jusante são: b0[m], b1[s/m2], 
b2[s2/m5], b3[s3/m8] e b4[s4/m11]. 
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Figura 2.3: Comportamento da Cota de Jusante dos Reservatórios. 
Na Figura 2.3 é possível notar a presença de não-convexidades na cota de 
jusante das usinas hidrelétricas. Por meio da figura, nota-se que a concavidade da 
cotas de jusante das usinas são diferentes. A usina de Foz do Areia possui uma 
função da cota de jusante não convexa e não côncava; Segredo possui uma função 
estritamente convexa; e as demais usinas possuem funções estritamente côncavas. 
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Na Figura 2.3 ainda é possível observar os limites de defluência dos reservató-
rios10. 
Na seqüência a Figura 2.4 ilustra as curvas de queda bruta das usinas. 
 
Figura 2.4: Queda Bruta das UHEs. 
                                                 
10 A vazão defluente utilizada varia de zero até três vezes a vazão turbinada máxima da usina. 
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O volume do reservatório varia da capacidade mínima à máxima para to-
dos as usinas estudadas. A vazão defluente varia do zero até o seu máximo valor 
considerado. 
2.2.2 Função de Produção das Unidades Hidrelétricas 
O processo de produção de energia elétrica, em um aproveitamento hidrelé-
trico, pode ser visto como a transformação da energia potencial da água armaze-
nada no reservatório em energia elétrica, por meio das unidades geradoras. Desse 
modo, a potência em MW produzida por uma unidade geradora é (FORTUNATO 
et al., 1990; SILVA, 2001; MONTIBELLER, 2003; FINARDI, 2003): 
jjjj qhlηGph ×××=  (2.10) 
onde: 
G  constante com valor de 9,81.10-3 [kg/m2s2], a qual representa o 
produto do coeficiente de massa específica da água (103 kg/m3) 
pela aceleração da gravidade (9,81 m/s2), multiplicada por 10-6 
para converter a potência de W para MW; 
jq  vazão turbinada na unidade geradora [m3/s]; 
jhl  altura de queda líquida [m], dada pela diferença entre a altura de 
queda bruta e as perdas hidráulicas no conduto forçado 
(FINARDI, 2003): 
 2jjjj qkhbhl −=  (2.11) 
                  onde: 
 jk  é a constante característica do conduto forçado da j-
ésima unidade geradora (adutores individuais de cada 
unidade), expresso  em [s2/m5]; 
 Neste trabalho, a perda hidráulica é proporcional somente ao 
quadrado da vazão turbinada na unidade geradora. Essa perda 
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depende, dentre outras coisas, das características construtivas 
dos condutos, conforme pode ser visto em SOUZA, 1983. 
jη  produto do rendimento da turbina e do gerador. É uma função 
que depende de duas variáveis: altura de queda líquida e vazão 
turbinada na unidade. Esse inter-relacionamento é bastante 
complexo, sendo normalmente expresso por meio de curvas de 
desempenho (curvas-colina) da unidade. Neste trabalho, o ren-
dimento é modelado pela seguinte função quadrática (FINARDI, 
2003): 
 ( ) = + + + + +2 2j j j 0j 1j j 2j j 3j j j 4 j 5 jη q ,hl ρ ρ q ρ hl ρ hl q ρ q ρ hl  (2.12) 
                  onde: 
 5j0j ...ρρ  são coeficientes de eficiência da j-ésima unidade, que 
devem ser estimados a partir de pontos da curva-
colina da mesma. 
Assim como feito na seção anterior, na seqüência serão mostrados alguns 
importantes dados que compõem a função de produção das unidades. Inicialmen-
te, observe que a Tabela 2.3 contém as constantes de perdas hidráulicas utilizadas 
no trabalho. Na seqüência, a Figura 2.5 mostra graficamente o comportamento 
não-linear das perdas nas unidades. Nota-se que Salto Osório possui dois grupos 
distintos de unidades, apresentando, portanto perdas diferentes para cada grupo. 
Tabela 2.3: Coeficientes de Perdas Hidráulicas das Unidades [s2/m5]. 
USINA k j (x10
-6)
Foz do Areia 22,290
Segredo 18,300
Salto Santiago 10,776
Salto Osório - Grupo I 36,156
Salto Osório - Grupo II 71,270
Salto Caxias 3,628  
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Figura 2.5: Perdas Hidráulicas das Unidades Hidrelétricas. 
Ainda na Figura 2.5 pode-se observar os valores de engolimento máximo 
das unidades. Os valores de vazão turbinada máxima das unidades hidrelétricas 
são: 344 m3/s (Foz do Areia), 317 m3/s (Segredo), 394 m3/s (Salto Santiago), 301 e 
290 m3/s (Salto Osório) e 525 m3/s (Salto Caxias). 
Os coeficientes do rendimento são mostrados na Tabela 2.4 e os respectivos 
gráficos são mostrados na Figura 2.6. 
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Foz do Areia -50,142 4,780 11,505 -2,403 -7,615 -4,233
Segredo 35,873 3,207 3,194 9,806 -9,128 -2,442
Salto Santiago 39,235 2,972 1,980 4,100 -5,733 -1,396
Salto Osório - Grupo I 27,070 1,215 14,311 41,121 -8,334 -17,282
Salto Osório - Grupo II 7,769 3,305 11,804 5,756 -6,962 -9,395
Salto Caxias 35,873 1,938 5,373 9,964 -3,331 -6,907  
                                                 
11 As unidades referentes aos coeficientes de rendimento das unidades hidrelétricas são: ρ0 (ad-
mensional), ρ1[s/m3], ρ2[1/m], ρ3[s/m4] e ρ4[1/m2]. 
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Figura 2.6: Rendimento das Unidades Hidrelétricas. 
Na figura mostrada a seguir é possível observar a faixa operativa da queda 
líquida das usinas, onde os respectivos valores nominais são: 135 m (Foz do Arei-
a), 110 m (Segredo), 102 m (Salto Santiago), 68,40 m (Salto Osório) e 64 m (Salto 
Caxias). 
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A Figura 2.7 representa as funções de produção das unidades em função da 
queda líquida e da vazão turbinada na unidade. Nota-se que quanto maior a altu-
ra líquida e a vazão turbinada na unidade, maior a potência gerada pela mesma. 
 
Figura 2.7: Função de Produção das Unidades Hidrelétricas. 
Neste trabalho foi feita uma simplificação na função de produção, pois não 
foi considerada a influência da vazão vertida na função de cota de jusante, bem 
como se considerou a cota de montante dependente somente do volume inicial do 
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reservatório. A simplificação da vazão vertida na função da cota de jusante teve 
como objetivo diminuir o tamanho do problema dual; no entanto, sua representa-
ção na modelagem é simples, conforme mostrado em Finardi (2003). Deste modo, 
portanto, a função de produção é um polinômio de ordem 12 com relação à vazão 
turbinada na usina e de ordem 7 em relação à vazão turbinada na unidade: 
( ) ( ( ) ( )
( )) ( )
−= × + + + +
+ +
7 12 3 2 4 2 4
j j 0j 1j j 2j j j 3j j j j
2 2 2 4 2 4
4j j 5j j j j j j
ph q ,Q 9,81 10 ρ ρ q ρ hl q ,Q ρ q hl q ,Q
ρ q ρ hl q ,Q hl q ,Q q
 
(2.13) 
Além da função de produção, o modelo proposto neste trabalho também 
representa algumas restrições operativas tais como aquelas associadas as zonas 
proibidas de geração. As zonas proibidas representam as regiões nas quais a tur-
bina não pode ser operada devido a problemas que comprometem seu funciona-
mento. A cavitação e vibrações mecânicas são alguns dos problemas que originam 
tais zonas. As zonas proibidas de geração geralmente são fornecidas pelo fabrican-
te e expressas na curva-colina da unidade. 
Matematicamente as restrições associadas com as zonas proibidas podem 




≤ ≤∑ ∑jr jrΦ Φmin 7 12 maxjkrt jkrt jrt jrt rt jkrt jkrt
k 1 k 1
ph z ph q ,Q ph z  
(2.14) 
onde: 
jrΦ  total de faixas permitidas da j-ésima unidade do r-ésimo reserva-
tório; 
k  índice associado às faixas operativas permitidas das unidades, 
tal que k=1,Φjr; 
min
jkrtph  potência mínima da j-ésima unidade, pertencente ao r-ésimo re-
servatório, durante o estágio t, quando a mesma estiver operan-
do em sua k-ésima faixa permitida; 
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max
jkrtph  potência máxima da j-ésima unidade, pertencente ao r-ésimo 
reservatório, durante o estágio t, quando a mesma estiver ope-
rando em sua k-ésima faixa permitida; 
jkrtz  variável de decisão binária que indica se a j-ésima unidade, per-
tencente ao r-ésimo reservatório, está ligada (zjkrt=1) ou desligada 
(zjkrt=0), na k-ésima faixa permitida, durante o estágio t. Essa va-
riável deve respeitar mais uma restrição, uma vez que cada uni-
dade só pode operar em uma faixa operativa, em cada estágio t, 








A seguir são apresentadas, na Tabela 2.5, as faixas de operação para as uni-
dades: 
Tabela 2.5: Zonas Permitidas das Unidades Hidrelétricas. 
USINA Faixa de Operação (MW)
Capacidade Máxima 
de Geração da Usina 
(MW)
Foz do Areia 290-419 1.676
Segredo 180-315 1.260
Salto Santiago 210-355 1.420
Salto Osório - Grupo I 120-182 728
Salto Osório - Grupo II 120-175 350
Salto Caxias 205-310 1.240  
 Ainda na Tabela 2.5, observa a capacidade nominal de geração de cada usi-
na, sendo que a soma de todas representa a capacidade máxima do parque hidre-
létrico no sistema, que é igual a 6674 MW. 
Adicionalmente às zonas proibidas (ou faixas permitidas), o modelo pro-
posto considera as seguintes restrições de reserva: 
( )
=
− ≥∑Jrtmax 7 12rt jrt jrt rt rt
j 1
PH ph q ,Q RH  
(2.16) 
onde: 
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max
rtPH  máxima geração da usina r durante o estágio t, em MWh. A ge-
ração máxima é calculada considerando a máxima cota de mon-
tante (volume inicial do reservatório). Na seção de resultados 
(Capítulo 5) serão abordados detalhes adicionais sobre o cálculo 
de PHrtmax; 
rtRH  valor de reserva energética da usina hidrelétrica situada no r-
ésimo reservatório, em MWh. 
2.3 SISTEMA TERMELÉTRICO 
As usinas termelétricas produzem energia elétrica a partir da energia quí-
mica ou nuclear de determinados elementos denominados de combustíveis. Basi-
camente, as usinas termelétricas podem ser divididas em dois grandes grupos: 
• As que utilizam combustíveis fosseis (gás natural, carvão, diesel, en-
tre outros); 
• As que utilizam combustíveis nucleares (plutônio, urânio, por exem-
plo). 
Neste trabalho a representação das unidades termelétricas é feita de forma 
simplificada. Não é objetivo deste trabalho realizar o “thermal unit commitment”. 
Nesse sentido, as termelétricas mostradas na Figura 2.1 têm sua representação no 
modelo proposto por meio dos seguintes parâmetros: 
1. Custo operativo em faixa nominal, isto é, os custos de partida são 
negligenciados; 
2. Restrições de limites de rampa e de reserva. 




it1iitit ptctptct)(ptCT +=  (2.17) 
onde: 
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i índice que corresponde a usina termelétrica varia de i=1,nt (nú-
mero de usinas termelétricas); 
itCT  custo operativo total da usina termelétrica i durante o estágio t, 
em R$; 
ii ctect 21  coeficientes da função de produção da i-ésima usina termelétri-
ca12. 
itpt  geração da i-ésima usina termelétrica no estágio t;  
Tabela 2.6: Coeficientes da função de produção das termelétricas13. 
USINA ct 1 ct 2
T 1 0,07 0,03
T 2 0,04 10  
As duas usinas termelétricas consideradas foram fictícias e a Figura 2.8 ilus-
















 Figura 2.8: Custo da Geração Termelétrica. 
                                                 
12 Os coeficientes da função de produção das termelétricas foram estimados, considerando somente 
que as duas usinas possuíssem custos diferentes de geração. 
13 As unidades referentes aos coeficientes da função de produção das termelétricas são: 
ct1[R$/MWh2] e ct2[R$/MWh]. 
Fabrício Y. K. Takigawa | Análise Comparativa de Diferentes Estratégias de Decomposição do Problema da Programa-
ção Diária da Operação de Sistemas Hidrotérmicos com base na Relaxação Lagrangeana 
 28
Na figura, no eixo das abscissas, pode-se observar ainda os limites de gera-
ção termelétrica (0-800MW). 
A capacidade de geração termelétrica corresponde, aproximadamente, a 
20% da capacidade instalada do sistema hidrotérmico utilizado. 
A restrição de rampa representa a capacidade de variação de geração em in-
tervalos de tempo consecutivos. Portanto, trata-se de uma restrição acoplada no 
tempo, como pode ser observada abaixo: 
i1ti,it Δptpt ≤− −  (2.18) 
onde: 
iΔ  é o valor que representa a máxima variação para a i-ésima usina 
termelétrica entre dois períodos de tempo consecutivos, em MW. 
Finalizando a modelagem das unidades termelétricas, tem-se a seguinte res-
trição de reserva: 
itit
max
i RTptPT ≥−  (2.19) 
onde: 
max
iPT  máxima geração da i-ésima usina termelétrica; 
itRT  valor de reserva energética da i-ésima usina termelétrica, no es-
tágio t. 
2.4 SISTEMA DE TRANSMISSÃO 
O sistema de transmissão da configuração hidrotérmica é representado por 
três linhas de transmissão interligando as três barras. O limite de intercâmbio en-
tre as barras é representado pelo limite de fluxo de energia ativa nas linhas de 
transmissão, em cada intervalo de tempo. Na Figura 2.9 é  mostrado o sentido dos 
fluxos arbitrados.  
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Figura 2.9: Sentido do Fluxo Arbitrado. 




















maxINT12  é o máximo intercâmbio entre a barra 1 e a barra 2, em MWh; 
maxINT13  é o máximo intercâmbio entre a barra 1 e a barra 3, em MWh; 
maxINT23  é o máximo intercâmbio entre a barra 2 e a barra 3, em MWh. 
Com o sentido do fluxo adotado na Figura 2.9, obtém-se as seguintes restri-







1t t t 1t
JrR
7 12
jrt jrt rt t t 2t
r 1 j 1
2t t t 3t
pt INT12 INT13 L
ph q ,Q INT12 INT23 L




                                                 
14 As restrições de atendimento à demanda, neste trabalho, são simplificadas. 
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2.5 MODELAGEM MATEMÁTICA DO PROBLEMA 
A modelagem matemática do problema de otimização de interesse deste 





= +∑ ∑tnT 21i it 2i it
t 1 i 1
minF ct pt ct pt  
(2.22) 
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(2.25) 
max




r vvv ≤≤  (2.27) 
LP




r ddd ≤≤  (2.29) 
0sQd rtrtrt =−−  (2.30) 
( )
= =
− ≥∑∑JrtRmax 7 12r jrt jrt rt rt
r 1 j 1




≤ ≤∑ ∑jr jrΦ Φmin 7 12 maxjkrt jkrt jrt jrt rt jkrt jkrt
k 1 k 1









Modelagem do Problema | Capítulo 2 
 31
max
jrtjrt qq0 ≤≤  (2.34) 









0i0 ptpt =  (2.37) 
i1ti,it Δptpt ≤− −  (2.38) 
it
max
iit RTPTpt0 −≤≤  (2.39) 
2.6 CONCLUSÕES 
Este capítulo teve como objetivo apresentar a modelagem matemática refe-
rente ao problema da programação diária da operação eletroenergética de interes-
se deste trabalho. 
A representação do sistema hidrotérmico utilizado é condizente a um sis-
tema com predominância de recursos hidrelétricos e engloba uma função de pro-
dução detalhada das unidades hidrelétricas. Este detalhamento leva em conta o 
rendimento da unidade como função da vazão e da queda associada à mesma, o 
efeito da perda hidráulica nas unidades e a existência de múltiplos estados opera-
tivos devido às faixas permitidas de operação. A importância no detalhamento das 
unidades hidrelétricas torna a modelagem do comportamento físico bastante rea-
lista. 
A modelagem termelétrica foi simplificada, sendo representada pelos cus-
tos operativos associados à operação nominal, restrições de rampa e reserva 
termelétrica. 
Como conseqüência, a modelagem representada neste capítulo resulta em 
um problema de programação matemática com características que tornam o pro-
cesso de solução uma tarefa complexa. As características matemáticas deste pro-
blema são: natureza combinatória, devido à necessidade de se definir quais uni-
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dades devem estar operando em cada estágio de tempo; não-linear, devido às fun-
ções de produção tanto hidrelétrica como termelétrica e grande porte, devido a 
natureza combinatória. 
Devido à complexidade matemática deste problema é necessária uma me-
todologia de solução que consiga tratá-la adequadamente. Essa metodologia, con-
forme será vista no próximo capítulo, é a Relaxação Lagrangeana, a qual tem sido 
muito utilizada na literatura para problemas com essas características. 
Dessa forma, então, o próximo capítulo apresentará uma formulação com-
pacta para o problema representado por (2.22)-(2.39) e abordará a metodologia de 
solução utilizada neste problema. Adicionalmente, será apresentada uma sucinta 
revisão bibliográfica onde alguns trabalhos semelhantes ao de interesse dessa dis-




CAPÍTULO 3 ESTRATÉGIAS DE SOLUÇÃO 
3.1 INTRODUÇÃO 
Este capítulo tem como objetivo detalhar duas decomposições do problema 
da programação diária da operação eletroenergética. O capítulo inicia abordando 
uma sucinta revisão bibliográfica do problema da programação da operação. A-
pós, introduz a metodologia de solução empregada: a Relaxação Lagrangeana - 
RL. Na seqüência as decomposições supracitadas são demonstradas matematica-
mente com o apoio de uma notação compacta. 
3.2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
Independentemente do tipo de sistema, ou seja, termelétrico ou hidrotérmi-
co, os modelos direcionados para a programação diária têm sido representados 
como um problema de otimização não-linear e inteiro misto, cujas simplificações 
de modelagem e estratégias de solução são escolhidas segundo as particularidades 
de cada sistema em estudo. 
Os primeiros estudos referentes ao problema da programação diária foram 
realizados em meados da década de 60, em sistemas termelétricos com poucas u-
nidades geradoras. A partir de então, um grande número de pesquisadores tem 
direcionado estudos para este problema, o qual é também conhecido como thermal 
unit commitment problem (GUAN et al., 1992; SHEBLE et al., 1994; MÖLLER et al., 
1995). Devido à natureza inteira e a estrutura das restrições do modelo de otimiza-
ção relacionado, as metodologias típicas que comumente são utilizadas são as téc-
nicas de Branch and Bound (WOLSEY, 1998), Programação Dinâmica (BELLMAN, 
1957) e a Relaxação Lagrangeana (BAZARRA et al., 1979; BERTSEKAS, 1999; LE-
MARÉCHAL, 2001), com destaque para a última conforme pode ser visto em She-
ble et al. (1994). 
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No tocante a sistemas hidrotérmicos podem ser citados alguns modelos de-
senvolvidos no Brasil (ARCE et al., 2002; BELLONI et al., 2003; FINARDI, 2003; 
MONTIBELLER, 2003; FINARDI et al., 2004; FINARDI et al., 2005). E em outros 
países (FERREIRA et al., 1989; RUZIC et al., 1996a; RUZIC et al., 1996b; LI et al., 
1997; GUAN et al., 1997; SALAM et al., 1998; GUAN et al., 1999; NI et al., 1999; 
GONZÁLEZ et al., 2001; LI et al., 2005; NOWAK et al., 2005). Dado que o interesse 
do nosso trabalho refere-se a sistemas hidrotérmicos, na seqüência alguns dos tra-
balhos descritos acima serão brevemente comentados. 
Nos trabalhos estrangeiros citados, os sistemas considerados são em sua 
maioria predominantemente termelétricos. Conseqüentemente, a modelagem da 
função de produção das unidades hidrelétricas é representada por uma quadrática 
que depende da vazão turbinada na mesma. Neste sentido, destaque é dado ao 
trabalho de Li et al. (1997), em que o sistema tem predominância hidrelétrica15 e a 
modelagem do problema apresenta os custos de partida e restrições de minimum 
uptime e downtime das unidades hidrelétricas. O custo futuro da água armazenada 
nos reservatórios é representado na função objetivo. No entanto, não são conside-
radas as zonas proibidas e não existe a influência da variação da altura líquida na 
função de produção das unidades hidrelétricas, isto é, o volume é considerado 
constante e a função de produção não depende da vazão vertida do reservatório. 
Em Guan et al. (1997), Guan et al. (1999) e Ni et al. (1999) são modeladas as 
zonas proibidas de operação das unidades hidrelétricas no sentido de evitar sua 
operação em níveis que comprometam suas características operativas esperadas. 
Guan et al. (1999) modela também restrições de defluência considerando, portanto, 
vazões que respeitem requisitos de navegação e recreação. 
A metodologia de solução utilizada, na maioria dos trabalhos, é a Relaxação 
Lagrangeana, em que o problema original é decomposto em um subproblema 
                                                 
15 O sistema hidrelétrico possui 65 reservatórios, localizados em 14 cascatas das regiões nordeste e 
central do Estado da Califórnia. O sistema hidrotérmico possui 115 unidades hidrelétricas e 50 
unidades termelétricas. 
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termelétrico e outro hidrelétrico, por meio de multiplicadores de Lagrange associ-
adas às restrições relaxadas de atendimento à demanda e de reserva. O subpro-
blema termelétrico resultante é muito semelhante ao thermal unit commitment pro-
blem, sendo solucionado via Programação Dinâmica, conforme pode ser visto em 
Ferreira et al. (1989). 
No subproblema hidrelétrico, as restrições de conservação da massa da á-
gua acoplam, no tempo e no espaço, os reservatórios ligados em cascata, dificul-
tando sua solução. Neste sentido, em Guan et al. (1997) são utilizados dois conjun-
tos de multiplicadores adicionais relaxando as restrições de limites de volume e de 
volume final. Desse modo, e com o apoio de algumas heurísticas, são desacopla-
dos hidraulicamente os reservatórios e o subproblema hidrelétrico pode ser solu-
cionado individualmente para cada estágio de tempo. No entanto, os mesmos au-
tores em outro artigo (NI et al., 1999) admitem que o modelo proposto anterior-
mente é restrito visto que não foi considerada a dependência do volume na função 
de produção das unidades, e desse modo à metodologia anterior não desacopla o 
problema no tempo. Neste sentido, o modelo mais recente (NI et al., 1999) relaxa as 
restrições de limites das zonas operativas das unidades. 
Desta forma, utilizando a RL, o subproblema hidrelétrico é decomposto em 
dois problemas menores de características distintas: contínua e inteira. O proble-
ma contínuo é solucionado via Fluxo de Redes (KENNINGTON et al., 1980) e o 
problema inteiro é solucionado via Programação Dinâmica (GUAN et al., 1997; 
GUAN et al.,1999; NI et al., 1999). Objetivando diminuir o espaço de estados desse 
problema, uma Lista de Prioridades (WOOD et al., 1984) é utilizada em conjunto 
com a metodologia da Programação Dinâmica. 
González et al. (2001) considera um sistema puramente hidrelétrico16 e des-
taca o inter-relacionamento das variáveis de vazão turbinada na usina e do volu-
me do reservatório na função de produção da mesma. No entanto, neste trabalho 
não se representa o impacto da vazão vertida da usina, as perdas hidráulicas e a 
                                                 
16 Três usinas ligadas em cascata. 
Fabrício Y. K. Takigawa | Análise Comparativa de Diferentes Estratégias de Decomposição do Problema da Programa-
ção Diária da Operação de Sistemas Hidrotérmicos com base na Relaxação Lagrangeana 
 36
alocação das unidades hidrelétricas. A função de produção é linearizada por par-
tes, requerendo o uso de variáveis binárias. O problema hidrelétrico é modelado 
via Programação Linear Inteira Mista (WOLSEY, 1998) e solucionado por um pa-
cote comercial especializado. 
Trabalhos mais recentes como Li et al. (2005) e Nowak et al. (2005) modelam 
o problema hidrotérmico via Programação Linear Inteira Mista e os solucionam 
por um pacote comercial especializado. Nesses trabalhos, a modelagem do parque 
gerador é feita por usinas, deste modo, restrições relacionadas às unidades hidre-
létricas não são consideradas. Li et al. (2005) compara a solução do problema pela 
metodologia da Relaxação Lagrangeana com uma mistura das metodologias do 
Branch and bound e do Cutting Plane (WOLSEY, 1998). Nowak et al. (2005) incorpora 
as negociações de energia do dia seguinte, no problema de alocação das unidades, 
por meio de ofertas de geração que podem ser efetuadas pelos geradores no mer-
cado. Essas ofertas têm influência direta no cálculo do preço. As incertezas da de-
manda e das ofertas de geração dos outros participantes acrescentam a natureza 
estocástica no problema de programação linear inteira-mista. 
No Brasil, devido à predominância de recursos hídricos e a conseqüente ne-
cessidade de se representar seu parque gerador o mais próximo da realidade, os 
trabalhos desenvolvidos buscam detalhar as características operacionais das uni-
dades hidrelétricas. Em Arce et al. (2002) pode-se observar à representação dos 
custos de partida e de desligamento das unidades; no entanto, não se leva em con-
ta a modelagem das zonas proibidas das unidades hidrelétricas. Belloni et al. 
(2003) apresenta um modelo que inclui a alocação das unidades termelétricas no 
problema do despacho de geração horária desenvolvido para o sistema brasileiro. 
Na modelagem do parque gerador hidrelétrico, a função de produção das unida-
des hidrelétricas depende da vazão turbinada na usina, do volume do reservatório 
e da vazão vertida; a restrição de função de custo futuro da água também é repre-
sentada. No entanto, a alocação das unidades hidrelétricas não é modelada, pois 
as unidades não são representadas de forma individualizada. 
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Nos trabalhos nacionais, Finardi (2003) e Montibeller (2003) recebem desta-
que no tocante a representação do parque hidrelétrico, principalmente, na mode-
lagem das unidades hidrelétricas. A função de produção considerada é não-linear, 
dependente da vazão defluente do reservatório e da vazão turbinada na unidade. 
Como restrições, múltiplas faixas operativas das unidades são consideradas, de 
forma que as mesmas não operem em regiões que forneçam desgastes no conjunto 
turbina-gerador. 
Neste trabalho, o sistema hidrotérmico possui predominância de recursos 
hidrelétricos. Desta forma, a modelagem do parque hidrelétrico é representada de 
forma adequada, semelhante aos trabalhos de Finardi (2003) e Motibeller (2003). 
Por sua vez, a representação do sistema termelétrico e de transmissão é feita de 
forma simplificada. Nesse sentido, as principais contribuições deste trabalho são a 
consideração da rede de transmissão (mesmo que simplificada) e, principalmente, 
a análise de sensibilidade das decomposições do problema. 
3.3 RELAXAÇÃO LAGRANGEANA 
Conforme mostrado no capítulo anterior, o problema da programação diá-
ria da operação eletroenergética é de complexidade evidente necessitando, portan-
to, de um método de solução que possibilite manusear eficientemente essa caracte-
rística. Neste sentido, a RL aparece na literatura como a preferida para a resolução 
do problema, como pode ser visto na sinopse feita por Sheble et al. (1994). 
A estratégia de “dividir para conquistar” da RL, também conhecida como 
decomposição por preços, é bem conhecida. Essencialmente, as restrições que aco-
plam o problema no tempo e/ou no espaço são relaxadas via multiplicadores de 
Lagrange, o que resulta em um problema de otimização com dois níveis hierárqui-
cos de solução. 
O primeiro nível consiste na resolução de um conjunto de subproblemas 
menores e mais simples de serem resolvidos que o problema original (subproble-
mas locais). O segundo nível é constituído pelo problema mestre, responsável pela 
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coordenação desses subproblemas, que atualiza os multiplicadores visando ma-
ximizar o problema dual. A Figura 3.1 oferece uma visão da estrutura empregada 











Figura 3.1: Níveis Hierárquicos da RL. 
De forma geral, os subproblemas locais são solucionados para uma condi-
ção inicial (multiplicadores iniciais) e retornam ao problema mestre suas respostas 
(soluções primais). A atualização dos multiplicadores visa a maximização desse 
problema. 
Para que esse esquema de solução seja eficiente, o gap17 de dualidade, no fi-
nal do processo iterativo, deve ser o menor possível. De modo geral, somente 
quando o problema original for convexo pode se assegurar que a solução do pro-
blema dual corresponderá à solução do primal, ou seja, o gap será nulo. Conforme 
visto, no problema da programação diária existe a presença de variáveis binárias, 
garantindo assim que o problema seja de natureza não-convexa. 
Dois aspectos são fundamentais para que seja encontrado um pequeno va-
lor do gap de dualidade. Em primeiro lugar, os subproblemas locais devem ser 
resolvidos de maneira eficiente. Deste modo, é de fundamental importância que 
                                                 
17 Diferença entre os valores ótimos dos problemas primal e dual. 
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esses subproblemas sejam de fácil solução ou, que possam ser adequadamente 
resolvidos por algoritmos de otimização robustos. Na RL, os subproblemas com 
essas características podem ser obtidos escolhendo-se adequadamente quais gru-
pos de restrições serão relaxadas. 
O segundo aspecto diz respeito ao procedimento de atualização dos multi-
plicadores de Lagrange, isto é, a maximização do problema dual. Tipicamente, o 
problema dual é não-diferenciável e, portanto, realizar sua otimização não é uma 
tarefa trivial, dado que, por exemplo, os critérios de parada usualmente utilizados 
para funções diferenciáveis não podem ser aplicados. 
Existe um vasto número de possibilidades de otimizar o problema dual. A 
técnica mais utilizada é a do Subgradiente (FERREIRA et al, 1989; RUZIC et al, 
1996a; RUZIC et al, 1996b; GUAN et al, 1997; GUAN et al, 1999; NI et al, 1999), o 
qual é computacionalmente ineficiente devido à oscilações no processo iterativo e 
inexistência de um critério de parada. Por sua vez, os métodos dos Planos Cortan-
tes (WOLSEY, 1998; REDONDO et al, 1999) e dos Feixes (LEMARÉCHAL et al, 
1996; LEMARÉCHAL, 2001; BORGUETTI et al, 2003; BELLONI et al, 2003; 
MONTIBELLER, 2003) sobrepujam essas desvantagens; porém, o preço a ser pago 
está na complexidade de atualização dos multiplicadores. Nos Planos Cortantes 
deve-se resolver um problema de Programação Linear - PL, enquanto nos Feixes é 
necessário resolver um problema de Programação Quadrática - PQ. 
O método dos Feixes representa o estado da arte em otimização não-
diferenciável. Neste trabalho esse método será utilizado como o atualizador dos 
multiplicadores de Lagrange, por meio do software livre para uso acadêmico 
N1CV2 (LEMARÉCHAL et al., 1987). As variáveis de entrada para o método são: o 
valor de função dual e o vetor de subgradientes, o qual representa os desvios das 
restrições dualizadas. 
Devido à não-convexidade do problema da programação diária, a solução 
primal fornecida pelo problema dual é usualmente inviável, necessitando de uma 
outra fase do algoritmo denominada de recuperação primal. Neste trabalho não 
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será implementada esta fase. Um exemplo pode ser visto em Belloni et al. (2003), 
em que a recuperação primal é realizada usando aproximações da metodologia do 
Lagrangeano Aumentado (LEMARÉCHAL, 2001) em conjunto com algumas heu-
rísticas. 
Um exemplo ilustrativo do uso da metodologia da RL, separando o pro-
blema original em subproblemas menores e de menor complexidade de solução, 
pode ser visto no APÊNDICE I deste trabalho. 
3.4 NOTAÇÃO COMPACTA 
Com o objetivo de facilitar a notação matemática deste trabalho, as restri-
ções do Problema (2.23)-(2.39) são agrupadas de acordo com as suas características 
de acoplamento (FINARDI et al., 2004). Desse modo, obtém-se três subconjuntos 
diferentes, CH, CT e CHT, correspondentes as variáveis hidrelétricas, termelétricas e 
de ambas naturezas. Esses subconjuntos são descritos na seqüência. 
3.4.1 Restrições com variáveis hidráulicas (CH) 
O Subconjunto CH, com variáveis exclusivamente hidráulicas possui variá-
veis dos reservatórios, bem como das unidades hidrelétricas. Deste modo, CH é 
dividido em outros dois conjuntos (CHH e CHUC): CH = CHH(Q,s,v)∩CHUC(z,q,Q), on-
de Q, s e v representam os respectivos vetores de vazão turbinada, vertida e volu-
me armazenado de todos os reservatórios, z representa o vetor binário com a ope-
ração nas zonas das unidades e q o vetor das vazões turbinadas das unidades, para 
todos T estágios. 
O Subconjunto CHH engloba as restrições de modelagem dos reservatórios 
dadas por (2.25)-(2.30), enquanto que CHUC representa as restrições das unidades 
hidrelétricas (2.32)-(2.36). 
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3.4.2 Restrições com variáveis termelétricas (CT) 
O Subconjunto CT é dado pelas restrições (2.37) e (2.38), e possui apenas a 
variável pt, isto é, CT(pt), onde pt representa o vetor de geração termelétrica, para 
todas as nt usinas, em todo o horizonte de estudo, T. 
3.4.3 Restrições com variáveis hidrotérmicas (CHT) 
O Subconjunto CHT é formado pelas restrições (2.23), (2.24), (2.31) e (2.39). 
Embora as restrições de reserva termelétrica e hidrelétrica possam ser tratadas nos 
Subconjuntos CT e CH, respectivamente, optou-se neste trabalho incluir tais restri-
ções em CHT, conforme descrito mais adiante. Portanto, o Subconjunto CHT contém 
as variáveis pt, q, Q e INT, cujas restrições na forma abstrata ficam CHT(pt,q,Q,INT). 
Aqui, INT representa o vetor com todas as variáveis de intercâmbio. 
3.4.4 Forma Compacta do Problema 
O problema de otimização com as restrições apresentadas, em notação abs-
trata, têm a seguinte estrutura: 
= =
= +∑∑tnT 21i it 2i it
t 1 i 1
minF c pt c pt  
sujeito a: (3.1) 
( ) ( ) ( ) ( )∩ ∩ ∩HH HUC T HTC Q,s,v C z,q,Q C pt C pt,q,Q,INT  
Pode-se observar a interdependência entre as variáveis pertencentes aos di-
ferentes subconjuntos, o que representa o forte acoplamento do problema da pro-
gramação diária. 
3.5 DECOMPOSIÇÕES 
Existem muitas maneiras de relaxar as restrições de acoplamento de um 
problema. Um importante critério para tomar essa decisão tem como base analisar 
o tamanho do gap de dualidade, que deve ser o menor possível. Nesse sentido, a 
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introdução de variáveis artificiais aparece como uma boa escolha; veja Lemaréchal 
et al. (2001) e também Lemaréchal et al (1996), Belloni et al (2001), Finardi (2003), 
Finardi et al (2004) e Finardi et al (2005) para aplicações dessa técnica. 
3.5.1 Problema Dual I 
No Problema da Programação Diária (3.1), observa-se que o Subconjunto 
CHT está acoplado com CT, CHUC e CHH 18, devido à restrição de atendimento à de-
manda. Essa restrição acopla todas as usinas/unidades e reservatórios do proble-
ma espacialmente. Deste modo, o primeiro objetivo desta decomposição é desaco-
plar as variáveis hidrelétricas das termelétricas. 
Neste sentido, a primeira estratégia de decomposição é feita por meio da in-
clusão das variáveis artificiais pta e PHa, da seguinte maneira: 
= =
= +∑∑tnT 21i it 2i it
t 1 i 1
min F c pt c pt  
sujeito a: (3.2) 
( ) ( ) ( ) ( )∩ ∩ ∩HH HUC T HTC Q,s,v C z,q,Q C pt C pta,PHa, INT  
( )
=
= = ∑rtJ 7 12it it rt jrt jrt rt
j 1
pta pt ; PHa ph q ,Q  
Note-se portanto que as variáveis pta e Pha são utilizadas nas restrições de 





j )Q,ph(qept em CHT, res-
pectivamente. 
                                                 
18 E como pode se observar no problema (3.1), o vetor Q, das vazões turbinadas nas usinas, acopla 
CHH e CHUC.  
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Agora, pode-se observar que as variáveis de CHT não estão mais acopladas 
com CT, CHUC e CHH. O Subconjunto CT também se apresenta desacoplado dos de-
mais subconjuntos. No entanto, a variável Q acopla ainda os conjuntos CHH e CHUC. 
No sentido de desacoplar os respectivos subconjuntos, variáveis artificiais Qa são 
substituídas nas restrições de balanço hídrico  em CHH. Com essas variáveis adi-
cionais, o Problema (3.2) é reescrito da seguinte maneira: 
= =
= +∑∑tnT 21i it 2i it
t 1 i 1
minF ct pt ct pt  
 
sujeito a: (3.3) 
( ) ( ) ( ) ( )∩ ∩ ∩HH HUC T HTC Qa,s,v C z,q,Q C pt C pta,PHa, INT  
( )
=
= = =∑rtJ 7 12it it rt jrt jrt rt rt rt
j 1
pta pt ; PHa ph q ,Q ; Qa Q  
Deste modo, o Problema (3.3) tem seus subconjuntos originais de restrições 
desacoplados entre si, isto é, CHH, CHUC, CT e CHT. No entanto, o acoplamento agora 
é dado pelas restrições artificiais. Para quebrar esse acoplamento, basta relaxar 
essas restrições com o uso dos multiplicadores de Lagrange λpt, λPH e λQ: 
( ) ( ) (
=
⎡ −⎢⎣∑ ∑ ∑
t
it rt rt it rt
nT R
I pt PH Q pt it it PH rt
t=1 i=1 r 1
max θ λ ,λ ,λ = minF + λ pta - pt + λ PHa  
( )) ( )
=





jrt jrt rt Q rt rt
j 1
ph q ,Q λ Qa Q  
sujeito a: (3.4) 
( ) ( ) ( ) ( )∩ ∩ ∩HH HUC T HTC Qa,s,v C z,q,Q C pt C pta,PHa, INT  
Observa-se que no Problema (3.4) não existe mais o inter-relacionamento 
das variáveis, podendo separá-lo em subproblemas menores, com características 
distintas, conforme será detalhado a seguir. 
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3.5.1.1 Subproblema Termelétrico 
O primeiro subproblema gerado por esta decomposição é denominado aqui 
de Termelétrico (θT), o qual contém apenas restrições referentes as termelétricas, 
conforme visto anteriormente pelo conjunto CT(pt). O subproblema é representado 
abaixo. 
( ) ( )
= =





T pt 1i it 2i pt it
t 1 i 1
θ λ min ct pt ct λ pt  
sujeito a: ( )TC pt  
 
(3.5) 
Trata-se de um problema quadrático devido à função de produção das uni-
dades termelétricas e é acoplado no tempo devido à restrição de rampa. Note que 
existem nt problemas quadráticos com 2×T restrições (duas restrições de rampa19, 
para cada estágio de tempo t) e T variáveis. No tamanho do problema não estão 
sendo consideradas as restrições de canalização (limites de geração termelétrica). 
O Modelo de Programação Quadrática utilizado para a solução do Subproblema 
Termelétrico é o software livre para uso acadêmico PLCBAS (CASAS et al., 2002). 
3.5.1.2 Subproblema de Atendimento à Demanda 
O segundo subproblema é denominado de Atendimento à Demanda (θD), e 
contém restrições de natureza tanto termelétrica como hidrelétrica, presentes no 
Subconjunto CHT(pta,PHa,INT). O respectivo subproblema é representado da se-
guinte forma: 
= = =
⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦∑ ∑ ∑
t
it rt it rt
nT R
D pt PH pt it PH rt
t 1 i 1 r 1
θ λ λ min λ pta λ PHa( , )  
                                                 
19 Como a restrição de rampa é em módulo, a geração pode tanto diminuir como aumentar em um 
dado intervalo de tempo. Esta restrição pode ser decomposta em duas, conforme se segue: 
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sujeito a: HTC pta,PHa, INT( )  (3.6) 
Este problema é linear e acoplado no espaço, devido à restrição de atendi-
mento a demanda; entretanto o mesmo é desacoplado no tempo. Dessa forma é 
composto por T problemas de Programação Linear - PL com nbarras restrições de 
atendimento a demanda e R+nt+nbarras variáveis. No problema existem ainda mais 
R+nt+nbarras restrições de caixa, relativas aos limites de fluxo de intercâmbio e das 
restrições de reserva. O modelo utilizado para a solução de θD é o pacote comercial 
Ilog CPLEX 7.1 (ILOG, 2001). 
3.5.1.3 Subproblema Hidráulico 




⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∑ ∑rt rt
T R
H Q Q rt
t 1 r 1
θ min Qa( )  
sujeito a: CHH(Qa,s,v) (3.7) 
Esse subproblema é de natureza linear, acoplado no tempo e no espaço, de-
vido às restrições de conservação da massa da água. Desta forma, existe um único 
PL com 2×R×T restrições e 4×R×T variáveis. Na quantidade de restrições o número 
dois se justifica porque cada reservatório possui restrições de defluência e de ba-
lanço hídrico; e existem ainda mais 4×R restrições de limites operacionais, para 
cada estágio de tempo t. Na quantidade de variáveis, as variáveis são v, Q, s e d 
para cada reservatório em cada estágio. O modelo utilizado para a solução de θH 
também é o pacote comercial Ilog CPLEX 7.1. 
3.5.1.4 Subproblema de Alocação das Unidades Hidrelétricas 
O último subproblema resultante desta decomposição é o Subproblema de 
Alocação das Unidades Hidrelétricas (θHUC). Neste subproblema existem somente 
restrições referentes à alocação das unidades, como pode ser visto no conjunto 
CHUC(z,q,Q). 
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λ λ λ λ
= = =
⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭∑ ∑ ∑
rt
rt rt rt rt
JT R
7 12
HUC PH Q PH jrt jrt rt Q rt
t 1 r 1 j 1
θ min ph q ,Q Q( , ) ( )  
sujeito a: CHUC(z,q,Q). (3.8) 
O subproblema acima apresenta característica não-linear devido à função 
de produção das unidades hidrelétricas. Ainda, o mesmo é de natureza inteira-
mista, visto que uma das tarefas primordiais deste estudo é decidir quais unidades 
devem estar operando em cada estágio de tempo. Em contrapartida, neste pro-
blema não existe acoplamento espacial entre unidades de usinas diferentes e nem 
temporal. 
A decisão de quais unidades deve estar em operação é representada pela 
escolha da combinação ótima em um espaço de estados20 em que cada combinação 
é dada por um estado da enumeração do espaço de estado das unidades de uma 
usina. 
As usinas de Foz do Areia, Segredo, Salto Santiago e Salto Caxias possuem 
grupos de unidades idênticas, sendo que o número de combinações que compõe o 
espaço de estados, em cada estágio de tempo, é igual ao número de unidades do 
grupo mais um21. Por sua vez, a Usina de Salto Osório possui dois grupos de uni-
dades diferentes. O espaço de estados dessa usina, considerando apenas uma zona 
proibida, em cada unidade, é ilustrada na Figura 3.2. 
                                                 
20 O tamanho desse espaço de estados será comentado mais adiante. 
21 Suponha que uma usina contém Jr=2 unidades idênticas. Deste modo, as combinações possíveis 
são: duas unidades desligadas, uma ligada e uma desligada (indiferente qual delas estaria ligada, 
pois são idênticas) e as duas ligadas. Ou seja, o processo enumerativo é de Jr+1. 

































Figura 3.2: Combinações das Unidades de Salto Osório. 
O total de combinações é igual a 15, que é o produto da enumeração do es-
paço de estado das unidades do GRUPO I com a enumeração do espaço de estado 
das unidades do GRUPO II. Na Figura 3.2, pode-se observar que os números 2 e 4 
representam uma unidade operando;  3, 5 e 7 duas unidades; 6, 8 e 10 três unida-
des; 9, 11 e 13 quatro unidades; 12 e 14 cinco unidades; e por fim, 1 e 15 represen-
tam nenhuma e as seis unidades em operação, respectivamente. 
O Subproblema de Alocação das Unidades Hidrelétricas, do Problema Dual 
I, enumera todas as combinações possíveis, sendo que cada combinação é dada 
por um Problema de Programação Não Linear – PNL, com quantidade de variá-
veis e restrições que variam com o número de unidades enumeradas. Cada PNL 
possui uma restrição linear de igualdade e 2×j restrições não lineares de desigual-
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dade, onde j é o número de unidades de uma dada combinação, tal que j=1,Jrt. Por 
sua vez, o número de variáveis é igual à j+1.  
O modelo utilizado para solução do PNL foi desenvolvido por Finardi 
(2003), o qual faz uso dos conceitos da metodologia da Programação Quadrática 
Seqüencial (DIAZ et al., 1989; BOGGS et al., 1996). 
3.5.1.5 Representação Esquemática do Problema Dual I 
A Figura 3.4 ilustra os quatro subproblemas associados ao Problema Dual I. 
Na figura ainda é possível observar os nomes dos subproblemas e as respectivas 






















Vetor de Subgradiente e
o valor da função dual.
Soluções Primais
 
Figura 3.4: Diagrama Esquemático do Problema Dual I. 
O diagrama representa a solução do Problema Dual I por meio de dois ní-
veis hierárquicos, o problema mestre e os subproblemas locais. O problema mes-
tre, ou seja, o atualizador dos multiplicadores de Lagrange, é solucionado pelo 
Método de Feixes, por meio do software livre para uso acadêmico N1CV2. Os pa-
râmetros de entrada são o vetor de subgradiente (diferença entre as variáveis arti-
ficiais e as variáveis originais) e o valor da função dual, resultantes da solução dos 
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subproblemas locais. E, os subproblemas locais são alimentados pelos multiplica-
dores de Lagrange atualizados, resultantes da solução do problema mestre. 
3.5.2 Problema Dual II 
Geralmente, as usinas hidrelétricas possuem unidades idênticas e cada uni-
dade tem uma única faixa operativa. Neste caso, o total de combinações é dado 
por Jr+1 e a completa enumeração do espaço de estado das unidades pode ser uma 
boa estratégia, conforme proposição da seção anterior. No entanto, existem usinas 
com diferentes tipos de unidades e/ou com mais do que uma zona operativa. Para 
tais configurações o procedimento de enumeração pode tornar oneroso o esforço 
computacional. A decomposição a seguir leva em conta essa situação. 
Antes de iniciar a decomposição, o conjunto referente às unidades hidrelé-
tricas CHUC é dividido em dois subconjuntos menores CAH1 e CAH2, em que CAH1 
contém a restrição de balanço nos condutos e CAH2 contém as restrições operativas, 
conforme pode ser observado a seguir: 
= =
= +∑∑tnT 21i it 2i it
t 1 i 1
minF ct pt ct pt( )  
 
sujeito a: (3.9) 
∩ ∩ ∩ ∩
1 2HH AH AH T HT
C Q,s,v C q,Q C z,q,Q C pt C pt,q,Q,INT( ) ( ) ( ) ( ) ( )  
A segunda estratégia de solução proposta segue a mesma decomposição 
mostrada no Problema Dual I, porém são incluídas as restrições com a duplicação 
das potências das unidades da seguinte maneira: 
= =
= +∑∑tnT 21i it 2i it
t 1 i 1
minF ct pt ct pt( )  
 
sujeito a: (3.10) 
∩ ∩ ∩ ∩
1 2HH AH AH T HT
C Qa,s,v C q,Q C z,pha C pt C pta,PHa, INT( ) ( ) ( ) ( ) ( )  
( ) ( )
=
= = = =∑rJ 7 12 7 12it it rt jrt jrt rt rt rt jrt jrt jrt rt
j 1
pta pt ; PHa ph q ,Q ; Qa Q ; pha ph q ,Q  
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Conforme visto acima, as variáveis pha substituem ph(qj,Q) nas restrições 
associadas as faixas de geração permitida das unidades hidrelétricas em CAH2, de-
sacoplando as naturezas inteira-mista e não-linear. 
Relaxando o conjunto de restrições artificiais, com o auxílio dos multiplica-
dores de Lagrange λpt, λPH, λQ e λph, , obtém-se: 
= = = =
= = =
⎡ ⎤+ − + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
+ −








pt it it PH rt jrt jrt rt Q rt rt
t 1 i 1 r 1 j 1
JT R
7 12
ph jrt jrt jrt rt
t 1 r 1 j 1
min F λ pta pt λ PHa ph q ,Q λ Qa Q
λ pha ph q ,Q
( ) ( ( )) ( )
( ( ))
 
sujeito a: (3.11) 
∩ ∩ ∩ ∩
1 2HH AH AH T HT
C Qa,s,v C q,Q C z,pha C pt C pta,PHa, INT( ) ( ) ( ) ( ) ( )  
Os subproblemas Termelétrico (θT), Atendimento à Demanda (θD) e Hidráu-
lico (θH) são os mesmos que no Problema Dual I. A diferença ocorre no Subpro-
blema de Alocação das Unidades Hidrelétricas, em que se separam as naturezas 
não-linear e inteira-mista em dois subproblemas individuais (θAH1 e θAH2), os quais 
são detalhados na seqüência. 
3.5.2.1 Subproblema Contínuo 
No Subproblema Contínuo (θAH1) somente existe restrições referentes ao ba-
lanço nos condutos: 
λ λ λ λ λ
= = =
⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= − − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭∑ ∑ ∑
rt
1 rt jrt rt jrt rt
JT R
AH PH ph PH ph jrt jrt rt Q rt
t 1 r 1 j 1
θ min ( )ph (q ,Q ) Q( , )  
sujeito a: CAH1(q,Q) (3.12) 
Este subproblema é muito semelhante aos problemas de PNL associados ao 
Subproblema de Alocação das Unidades Hidrelétricas, comentados anteriormente. 
No entanto, o tamanho dos subproblemas não é variável. Em (3.12) existe R×T 
subproblemas não lineares com uma restrição linear de igualdade e (Jrt+1) variá-
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veis. O modelo de PNL utilizado na solução do Subproblema Contínuo é o mesmo 
usado na Alocação das Unidades Hidrelétricas do Problema Dual I. 
3.5.2.2 Subproblema Inteiro-Misto 
O Subproblema Inteiro-Misto (θAH2) possui somente as restrições de zonas 
de geração permitidas para as unidades hidrelétricas. 
λ λ
= = =
= ∑∑∑rt2 jrt jrtJT RAH ph ph jrt
t 1 r 1 j 1
θ min pha( )  
sujeito a: CAH2(z,pha) (3.13) 
O Subproblema (3.13) é responsável pela enumeração das unidades hidrelé-
tricas. Existem T×R×Jrt problemas inteiros-mistos, os quais podem ser resolvidos 
de forma independente. 
Cada subproblema, o qual possui (1+Φjr) variáveis e uma restrição de cana-
lização em phajrt tem solução analítica, dada da seguinte maneira: 
• Se 0>
jrtph
λ , phajrt é ajustado em seu valor mínimo22, phajrtmin. Porém, 
a unidade pode estar desligada. Desta forma, como o objetivo é se 
minimizar o valor de θAH2, quando o multiplicador for positivo a u-
nidade está desligada na solução ótima de (3.13); 
• Se 0<
jrtph
λ , a variável phajrt tem seu valor máximo23, phajrtmax, obten-
do o menor valor possível para θAH2, e; 
• Se 0=
jrtph
λ , a variável phajrt pode ter qualquer valor viável. 
Dessa forma, observe que a solução analítica faz com que a geração da uni-
dade não dependa da quantidade de zonas permitidas de geração, isto é, a geração 
será nula ou a máxima possível. 
                                                 
22 Mínimo valor entre os limites mínimos das Φjr zonas permitidas de geração. 
23 Máximo valor entre os limites máximos das Φjr zonas permitidas de geração. 
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3.5.2.3 Representação Esquemática do Problema Dual II 
A Figura 3.5 ilustra os subproblemas referentes ao Problema Dual II. 
 
Figura 3.5: Diagrama Esquemático do Problema Dual II. 
Pode-se observar na Figura 3.5 que o retângulo pontilhado ilustra que os 
três subproblemas (Termelétrico, Atendimento à Demanda e Hidráulico) são idên-
ticos ao do Problema Dual I. No entanto, ao invés de um Subproblema de Aloca-
ção de Unidades Hidrelétricas em que existe a enumeração do espaço de estados 
das unidades; tem-se dois subproblemas: Contínuo e Inteiro-Misto, sendo que a 
enumeração do espaço de estados é por unidade. 
3.6 CONCLUSÕES 
Este capítulo teve como objetivo apresentar duas formas de decomposição 
do problema da programação diária da operação eletroenergética, baseadas na 
Relaxação Lagrangeana. 
A Relaxação Lagrangeana é uma metodologia de solução que possibilita, 
por meio da relaxação das restrições de acoplamento, decompor o problema em 
subproblemas menores e mais fáceis de solucionar. 
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O Problema Dual I, resultante da primeira decomposição, é formado por 
quatro subproblemas menores (Termelétrico, Atendimento a Demanda, Hidráuli-
co e Alocação das Unidades Hidrelétricas) de características matemáticas distintas, 
sendo solucionados por três softwares (PLCBAS, CPLEX e PNL) diferentes. 
Por sua vez, o Problema Dual II possui os mesmos três subproblemas do 
Dual I (Termelétrico, Atendimento a Demanda e Hidráulico), modificando apenas 
o Subproblema de Alocação das Unidades Hidrelétricas. Neste caso, tem-se um 
Subproblema Contínuo e um Subproblema Inteiro-Misto, ou seja, a enumeração 
do espaço de estado das unidades não se encontra mais no Subproblema não-
linear, o que diminui o esforço computacional. Os programas computacionais uti-
lizados na solução são os mesmos que no Problema Dual I, pois as características 
matemáticas do problema continuam as mesmas. 
No próximo capítulo será analisado e comparado o resultado dessas duas 
decomposições, para diferentes cenários operativos do problema da programação 





CAPÍTULO 4 APLICAÇÃO 
4.1 INTRODUÇÃO 
O objetivo deste capítulo consiste em analisar os resultados das duas for-
mas de decomposição abordadas no capítulo anterior, considerando diferentes 
cenários operativos para o problema da programação diária da operação eletroe-
nergética. O capítulo inicia analisando comparativamente as duas decomposições. 
Alguns dados utilizados para a descrição do cenário base (Cenário 1) são mostra-
dos no APÊNDICE 2. No APÊNDICE 3, são descritos para alguns cenários opera-
tivos, os resultados dos dois problemas duais, comparando e analisando os respec-
tivos desempenhos computacionais. O capítulo finaliza avaliando essas duas de-
composições propostas para algumas variações no problema primal, conforme 
será detalhado adiante. 
4.2 ANÁLISE COMPARATIVA ENTRE AS DUAS PROPOSTAS DE 
RELAXAÇÃO 
O total de estágios utilizados na otimização é igual a 24, isto é, refere-se a 
uma discretização horária em um horizonte de um dia. Os tempos computacionais 
foram alcançados a partir de um computador AMD Athlon XP 2400+ com 512 
Mbytes de memória RAM e com sistema operacional Windows 2000 Professional. 
A linguagem de programação utilizada foi o Fortran, tendo como compilador o 
Compaq Visual Fortran Professional Edition 6.1.0. 
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As tabelas 4.1 e 4.2 ilustram, para os problemas Dual I e Dual II, o número 
de subproblemas primais e a respectiva quantidade de variáveis e restrições24, pa-
ra o horizonte de 24 estágios. 
















variáveis 24 10 480 13
restrições 48 3 240 13
total de
subproblemas 2 24 1 120  
Na Tabela 4.1, o número de variáveis e restrições no Subproblema de Alo-
cação é variável por usina e a enumeração do espaço de estado das unidades. O 
tamanho dos PNL depende do número de unidades de uma dada combinação, 
para uma dada usina e estágio de tempo. A menor combinação, por exemplo, é 
aquela que possui apenas uma unidade geradora. Neste caso, o subproblema de 
PNL apresenta duas variáveis e três restrições. Por sua vez, a maior combinação é 
aquela referente a todas as seis unidades de Salto Osório em operação, a qual a-
presenta 7 variáveis e 13 restrições. Em cada iteração dual são resolvidos 840 pro-
blemas de PNL. Por sua vez, o Problema Dual I possui 288 variáveis duais. 










subproblemas 120 528  
                                                 
24 Não estão incluídas as restrições de caixa dos subproblemas.  
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Na Tabela 4.2 no Subproblema Contínuo25, o número de variáveis depende 
da quantidade de unidades que a usina possui26. No Subproblema Inteiro a única 
restrição presente é de caixa, e cada subproblema possui uma variável é inteira e 
uma contínua. Finalizando essa seção, vale ressaltar que o Problema Dual II apre-
senta 816 variáveis duais, isto é, aproximadamente, 2,84 vezes maior que o Dual I. 
4.2.1 Cenário 1 
O Cenário 1 possui os dados operativos detalhados nas seções (A)-(D) des-
critos no APÊNDICE 2. Trata-se de um cenário típico de operação. A Tabela 4.3 
ilustra os resultados computacionais obtidos dos problemas duais. 
Tabela 4.3: Resultados duais para o Cenário 1. 
Dual I Dual II
multiplicadores iniciais -0,1 -0,1
função dual (1º iteração) -29.814,95 -29.814,95
função dual 346.298,98 334.859,01
número de iterações 338 187
tempo computacional (s) 185,70 70,89
norma do subgradiente 8.348,63 8.583,09  
Os multiplicadores iniciais possuem todos os termos iguais, sendo que para 
o Dual II, esses valores iniciais associados à potência das unidades27 são nulos. A 
tabela ilustra, também,  o valor da função dual na primeira iteração. 
Observe que o Dual I obteve o maior valor de função dual. Como o gap de 
dualidade é dado pela diferença entre os ótimos primal e dual, quanto maior o 
valor da função dual menor será o gap. A tabela mostra que a diferença entre o 
tempo computacional das duas decomposições é evidente. Considerando a quan-
tidade de iterações realizadas, o Dual II é, aproximadamente, 30% mais rápido que 
                                                 
25 Os Subproblemas Termelétrico, de Atendimento a Demanda e Hidráulico, os quais são idênticos 
para os dois problemas duais, foram mostrados na Tabela 4.1. 
26 Na tabela o número de variáveis do Subproblema Contínuo refere-se ao caso de Salto Osório; 
para as demais usinas, o número de variáveis é cinco. 
27 λPH = λQ = λpt= -0,1 e λph =0. 
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o Dual I, enfatizando que a enumeração das unidades no Subproblema de Aloca-
ção exige um esforço computacional elevado. Na tabela ainda pode-se observar o 
valor da norma do subgradiente28, mostrando que o Dual I obteve soluções pri-
mais de qualidade superior ao Dual II. 
Os valores de despacho das usinas hidrelétricas resultantes dos Duais I e II 
são representados nas figuras 4.1 e 4.2, como percentuais de suas respectivas gera-
ções máximas. A variável de geração PHa representa a variável de saída do Sub-
problema de Atendimento à Demanda, enquanto que PH é dada pela soma das 
gerações individuais do Subproblema de Alocação de Unidades Hidrelétricas do 
Dual I e do Subproblema Contínuo do Dual II. 
                                                 
28 A norma do subgradiente é calculada pela norma segunda de todos os elementos do vetor de 
subgradiente. 
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Figura 4.1: Geração Hidrelétrica Resultante do Dual I. 
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Figura 4.2: Geração Hidrelétrica Resultante do Dual II.  
Nas figuras 4.1 e 4.2, pode ser observada a inviabilidade da solução devido ao fato 
que os níveis de despacho de PH e PHa foram diferentes. Isto ocorre, principal-
mente, porque cada subproblema atende a determinadas restrições. O Subproble-
ma de Atendimento à Demanda respeita a demanda a ser atendida e o Subpro-
blema tanto de Alocação das Unidades Hidrelétricas como o Subproblema Contí-
nuo respeitam as restrições referentes às unidades hidrelétricas. 
Pode-se observar nas duas figuras que o despacho fornecido pelo Subpro-
blema de Atendimento à Demanda resulta em um nível de geração bastante oscila-
tório e está na maioria das vezes em constante “bang-bang”, característico da sua 
natureza (programação linear). Nas duas decomposições, a geração das Usinas de 
Segredo, Salto Santiago e Salto Osório é praticamente constante ao longo do hori-
zonte de estudo. 
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Nas figuras ainda, pode-se notar que nas usinas de Foz do Areia (somente 
no Dual II), Segredo e Salto Santiago a variável PH viola o valor máximo possível 
de geração, no caso 95% (considerando 5% de reserva). Da mesma forma, na Usina 
de Salto Caxias, PHa viola as restrições de limite mínimo das zonas operativas. Por 
exemplo, existem estágios em que a geração de PHa é menor que 205 MW (limite 
mínimo da respectiva zona operativa) e maior que zero, violando assim as restri-
ções de faixa. No Dual I, isto ocorre nos estágios 3 (140,21 MW) e 4 (121,17 MW); e 
no Dual II, ocorre somente no estágio 23 (73,60 MW). 
Nos dois problemas duais, pode-se observar que as diferenças entre os des-
pachos para as Usinas de Segredo, Salto Santiago e Salto Osório possuem magni-
tudes relativamente pequenas, enquanto que para as demais usinas essa diferença 
é maior. Isto ocorre porque a geração nessas usinas é praticamente constante du-
rante o horizonte de estudo. Na figura ainda é possível observar o estágio em que 
PHa foi igual a zero, na Usina de Salto Osório. 
A coordenação entre as variáveis PH e PHa é dada pelos multiplicadores de 
Lagrange associados à restrição PHa-PH (preço). Desta forma, a Figura 4.3 ilustra a 
diferença entre os preços relacionados ao despacho das hidrelétricas para os dois 
problemas duais. 
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Dual I Dual II
 
Figura 4.3: Multiplicadores de Lagrange Associados à Geração Hidrelétrica das Usinas. 
Pode-se notar que o comportamento dos multiplicadores das usinas tem  
perfil semelhante. Nas Usinas de Foz do Areia, Salto Osório e Salto Caxias existe 
um aumento no valor do multiplicador de Lagrange no horário de máxima carga e 
no último estágio um aumento do preço ocorre em todas as usinas. 
Nas usinas de Segredo e Salto Santiago a diferença nos valores dos multi-
plicadores, nos dois problemas duais, é pequena e somente no último estágio che-
ga a, aproximadamente 15,00 R$/MWh. Nas Usinas de Foz do Areia, Salto Osório 
e Salto Caxias a diferença é maior e, em média, próximo de 10,00 R$/MWh ao lon-
go dos estágios. No último estágio a diferença alcança, aproximadamente, 20,00 
R$/MWh nessas usinas. 
O comportamento da geração termelétrica, em cada problema dual, é mos-
trado nas figuras 4.4 e 4.5, a seguir. 
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Figura 4.5: Geração Termelétrica Resultante do Dual II. 
A variável de geração pta representa o despacho resultante do Subproblema 
de Atendimento à Demanda, enquanto que pt representa o despacho do Subpro-
blema Termelétrico. 
Conforme pode ser visto pelas figuras 4.4 e 4.5, a geração termelétrica das 
duas usinas provenientes do Subproblema Termelétrico, nos dois problemas du-
ais, são semelhantes29. Da mesma forma que na geração hidrelétrica, PHa, o Sub-
problema de Atendimento à Demanda fornece o despacho na forma de “bang-
bang”. A causa deste comportamento é que esse subproblema representa somente 
as restrições de atendimento à demanda, ignorando as restrições de rampa, que 
são representadas no Subproblema Termelétrico. Uma forma de se conter esse tipo 
de despacho seria incluir no Subproblema de Atendimento à Demanda restrições 
                                                 
29 Pode-se observar um aumento na geração das usinas (pt) no horário de máxima demanda. 
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de rampa30. Desta forma, deve-se diminuir a diferença entre os despachos dos dois 
subproblemas e, conseqüentemente, os valores do subgradiente. 
Nas figuras 4.4 e 4.5 ainda, comparando os despachos das termelétricas dos 
dois duais, pode-se notar que o despacho das usinas termelétricas resultantes do 
Subproblema Termelétrico tende a possuir o mesmo perfil. 
A Figura 4.6 mostra os preços associados à geração termelétrica. Note que 
existe um pico no valor do preço, no horário de máxima carga, e da mesma forma 
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Dual I Dual II
 
Figura 4.6: Multiplicadores de Lagrange Associados à Geração Termelétrica. 
O valor dos preços nos dois problemas possui uma diferença praticamente 
constante no horizonte de estudo que é de, aproximadamente, 10,00 R$/MWh, 
para as duas usinas termelétricas. 
A seguir, nas figuras 4.7 e 4.8, são ilustradas as vazões turbinadas das usi-
nas, como percentual em relação à vazão turbinada máxima de cada usina, dos 
dois problemas duais. 
                                                 
30 Note-se que a inclusão da rampa pode ser dada de duas maneiras. A primeira consiste em dupli-
car as restrições diretamente no Subproblema de Atendimento à Demanda. Contudo, esse subpro-
blema não seria mais desacoplado no tempo. Uma outra possibilidade seria tornar ptait dependente 
de ptai,t-1, em cada subproblema de atendimento a demanda, mantendo-se assim o desacoplamento 
temporal. 
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Figura 4.7: Vazão Turbinada das Usinas do Dual I. 
Fabrício Y. K. Takigawa | Análise Comparativa de Diferentes Estratégias de Decomposição do Problema da Programa-








1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24




















1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

















1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24




















1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24



















1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24















Figura 4.8: Vazão Turbinada das Usinas do Dual II. 
A variável Qa é resultante do Subproblema Hidráulico e Q refere-se aos re-
sultados do Subproblema de Alocação das Unidades Hidrelétricas e do Subpro-
blema Contínuo. 
Nas figuras acima, Qa, resultante do modelo linear, possui comportamento 
oscilatório, como pode ser visto nas Usinas de Foz do Areia, Salto Osório e Salto 
Caxias. Diferentemente, Q obtém respostas intermediárias entre os limites mínimo 
e máximo de vazões turbinadas. 
Nas Usinas de Segredo, Salto Santiago e Salto Osório a variável Q apresenta 
uma vazão praticamente constante, nos dois problemas duais. 
Na maioria dos estágios, a geração relacionada a variável Qa não respeita os 
requisitos de reserva, pois Qa está em seu limite máximo, que corresponde à gera-
ção máxima da usina, sem a reserva. Outra violação pode ser observada na Usina 
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de Foz de Areia, em que a geração relacionada a variável Qa viola os limites da 
zona operativa das unidades. Nos dois problemas duais, em um estágio (15:00h no 
Dual I e 3:00h no Dual II), a vazão corresponde a 206,22 m3/s que corresponde a, 
aproximadamente, 228MW. Desta forma, abaixo do limite mínimo da zona opera-
tiva (290MW). 
A diferença entre as vazões resultantes para os dois problemas duais é ele-
vada na maioria dos estágios. A razão para discrepância de valores é que o Sub-
problema Hidráulico possui características lineares e respeita somente as restri-
ções de conservação da massa da água, enquanto que os subproblemas de nature-
za não-linear (Subproblema de Alocação das Unidades Hidrelétricas e Subpro-
blema Contínuo) respeitam a restrição de balanço nos condutos. 
Pode-se observar ainda que nas Usinas de Segredo e Salto Santiago o desvio 
possui uma grandeza relativamente menor, em relação às demais, na maioria dos 
estágios, e somente, em alguns estágios o valor aumenta abruptamente, a diferen-
ça nas respostas dos subproblemas pode chegar ao valor da vazão turbinada no-
minal da usina. 
A Figura 4.9 mostra os valores dos multiplicadores associados à vazão tur-
binada para os dois problemas duais. 
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Dual I Dual II
 
Figura 4.9: Multiplicadores de Lagrange Associados à Vazão Turbinada da Usina. 
 Observe que os multiplicadores referentes à vazão turbinada das usinas a 
jusante de Foz do Areia são, em módulo, bem menores que a mesma. Nas usinas 
de Segredo e Salto Santiago pode se notar que os módulos dos valores desses mul-
tiplicadores são os menores. Nessas mesmas usinas, os multiplicadores possuem 
praticamente os mesmos valores nos dois problemas duais, com exceção no último 
estágio, em que a diferença alcança 7,00 R$/(m3/s). No caso de Salto Caxias, a di-
ferença é constante com valor de, aproximadamente, 3,00 R$/(m3/s), ao longo do 
horizonte. Nas demais usinas, a diferença entre os multiplicadores dos dois pro-
blemas duais ao longo do horizonte estudado é de, aproximadamente, 4,00 
R$/(m3/s) e alcança no último estágio a diferença de 15,00 R$/(m3/s). 
Na Figura 4.9 ainda, com exceção da Usina de Salto Caxias, pode-se obser-
var o aumento significativo (em módulo), no último estágio, para todas as usinas 
nos dois problemas duais. 
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O comportamento do armazenamento dos reservatórios, ao longo do hori-
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Dual I Dual II
 
Figura 4.10: Comportamento do Volume dos Reservatórios. 
A maior diferença verificada entre as respostas primais dos dois duais cor-
responde à saída das gerações individuais das unidades. As figuras 4.11 e 4.12 i-
lustram o número de unidades em operação durante o horizonte de estudo, para 
os dois problemas duais. 
                                                 
31 O volume está em relação à %VOLmax. 
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Figura 4.11: Número de Unidades em Operação para o Dual I. 
A Figura 4.11 mostra o resultado da enumeração das unidades, podendo-se 
notar as diferentes configurações durante o horizonte de estudo32. No Dual I, to-
das as unidades de Segredo e Salto Santiago permanecem ligadas em todos os es-
tágios, ressaltando que essas usinas despacharam uma geração praticamente cons-
tante, conforme visto anteriormente. 
                                                 
32 Na Usina de Foz do Areia foram verificadas combinações, no decorrer do horizonte, com uma, 
duas, três e quatro unidades ligadas. 
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Figura 4.12: Número de Unidades em Operação para o Dual II. 
A Figura 4.12 representa a saída do Subproblema Inteiro, que possui solu-
ção analítica, isto é, as unidades que estão ligadas produzem sua capacidade má-
xima, como pode ser confirmado na Figura 4.13. Note que essa solução de opera-
ção cíclica das unidades hidrelétricas não é aceitável nas operações de despacho 
normais. 
No Dual II, o subgradiente associado à geração das unidades possui uma 
diferença considerável, em relação ao Dual I, o que contribui para o aumento do 
valor na norma do subgradiente do Dual II. Isto pode ser observado por meio das 
diferentes gerações provenientes dos subproblemas Inteiro e Contínuo, como pode 
ser visto para a unidade da Usina de Salto Caxias na Figura 4.13. 
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Figura 4.13: Resposta do Subproblema Inteiro e Contínuo para a Unidade 1 de Salto Caxias. 
Na Figura 4.13 ainda pode-se observar que quando a unidade está em ope-
ração, o nível de geração da unidade resultante do Subproblema Contínuo pode 
ser intermediário, enquanto nessa condição as gerações do Subproblema Inteiro 
são sempre máximas. Nota-se que a geração proveniente do Subproblema Contí-
nuo, em diversos estágios, está abaixo do limite mínimo da zona operativa33. 
Em relação ao intercâmbio foi observado que apenas o fluxo entre as barras 
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Figura 4.14: Intercâmbio nas Linhas de Transmissão, para os Duais I e II. 
                                                 
33 O limite mínimo da zona operativa das unidades de Salto Caxias é de 205 MW. O mesmo ocorre 
em alguns estágios na geração das unidades de Foz do Areia. 
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A Figura 4.15 esboça, esquematicamente, as variáveis duais (preços34) das 
restrições de atendimento à demanda, em cada barra e estágio de tempo. Confor-
me pode ser visto, todas as barras apresentam preços idênticos35. No entanto, co-
mo existe um congestionamento na linha de transmissão os valores dos multipli-
cadores não poderiam ser idênticos. Neste sentido, o resultado obtido se deve a 
modelagem aproximada da transmissão, em que é considerada somente restrições 
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Figura 4.15: Conjunto de Multiplicadores Referentes a cada Barra. 
Na Figura 4.15, pode-se notar ainda que em dois períodos existe um au-
mento no valor dos multiplicadores em cada barra, correspondente ao horário de 
máxima demanda e o último estágio. Nos dois problemas duais, as curvas são se-
melhantes, mas a diferença do preço entre os dois duais varia de 9,00 a 20,00 
R$/MWh, alcançando o valor máximo no último estágio. 
O comportamento do valor da função dual e da norma do subgradiente ao 
longo das iterações é mostrado na Figura 4.16 a seguir. 
                                                 
34 Considerando soluções viáveis os preços se referem aos multiplicadores de Lagrange (custos 
marginais de produção) das restrições de igualdade do Subproblema de Atendimento à Demanda. 
35 O APÊNDICE 4 ilustra um outro cenário estudado, em que os limites de intercâmbio considera-
dos são mais restritos. Desta forma, devido às restrições nas linhas de transmissão, existem diferen-
tes preços entre os subsistemas. 
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Figura 4.16: Comportamento da Função Dual e da Norma do Subgradiente para o Dual I. 
Na Figura 4.16 pode-se observar que o comportamento do valor da função 
dual ao longo das iterações é crescente, característica do Método de Feixes. Pode-
se notar ainda que o valor da norma do subgradiente diminui ao longo das itera-
ções, no entanto, oscila e não, necessariamente, tem seu menor valor no ponto de 
convergência. 
4.3 MODIFICAÇÕES NO PROBLEMA PRIMAL 
Com o objetivo de analisar a sensibilidade matemática dos dois problemas 
duais, serão apresentadas aqui algumas modificações de modelagem do problema 
primal. A primeira delas consiste em considerar duas faixas de operação para as 
unidades das usinas que possuem um único grupo. As outras modificações serão 
implementadas somente no Problema Dual I, as quais referem-se às unidades sem 
as zonas operativas36, e as usinas modeladas com uma única unidade37 e sem as 
zonas operativas. O Problema Dual I com essas modificações fica semelhante ao 
                                                 
36 Isto significa que não existe o problema da enumeração das unidades. Denominar-se-á aqui de 
modelagem contínua. 
37 A unidade fictícia é a soma das Jr unidades da usina. 
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Subproblema Contínuo (PNL) do Dual II. A Tabela 4.4 mostra as três modificações 
supracitadas. 









Foz do Areia [10-100] e [290-419] [0-419] [0-1676]
Segredo [10-100] e [180-315] [0-315] [0-1260]






Salto Caxias [10-100] e [205-310] [0-310] [0-1240]  
O cenário utilizado para ilustrar o comportamento e respostas destes novos 
problemas duais será o Cenário 1. Logo após, os resultados para os outros cená-
rios, mostrados no APÊNDICE 3, serão abordados. 
4.3.1 Duas Zonas Operativas para as Unidades Hidrelétricas 
Com o intuito de se compreender as modificações na enumeração do Sub-
problema de Alocação das Unidades Hidrelétricas, a seguir será explorado o novo 
espaço de estados para este problema, incrementado pela inclusão das faixas adi-
cionais nas usinas com unidades idênticas. 
Por exemplo, caso não exista nenhuma unidade ligada na primeira zona, e-
xistem Jr+1 combinações38 das unidades operando na segunda zona. Da mesma 
forma, caso exista uma unidade ligada na primeira zona, existem Jr combinações39, 
e assim por diante. O espaço de estados é representado na figura a seguir. 
                                                 
38 Enumeração das Jr unidades (idêntico à enumeração para uma única zona). 
39 O espaço de estados corresponde a enumeração de Jr–1 unidades, pois uma unidade já está na 
primeira zona. 
Fabrício Y. K. Takigawa | Análise Comparativa de Diferentes Estratégias de Decomposição do Problema da Programa-

































Figura 4.17: Espaço de Estados para Duas Zonas Operativas. 
O espaço de estados representado na Figura 4.17 refere-se às quatro unida-
des das usinas de Foz do Areia, Segredo, Salto Santiago e Salto Caxias, conside-
rando duas zonas operativas. Observe que as combinações de 1 a 5 referem-se a 
nenhuma unidade em operação na primeira zona; dessa forma, essas cinco combi-
nações representam a enumeração das quatro unidades na segunda zona. De for-
ma semelhante, as combinações de 6 a 9 consideram-se uma unidade operando na 
primeira zona. Assim, na segunda zona, existem quatro combinações que são a 
enumeração das três unidades restantes40. 
                                                 
40 As combinações de 10 a 12 representam duas unidades na primeira zona e a enumeração das 
outras duas na segunda zona; as combinacoes 13 e 14, representa três unidades na primeira zona e 
a enumeração de uma na segunda zona; e por fim, a combinação 15 que representa as quatro uni-
dades na primeira zona e nenhuma na segunda. 
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No Problema Dual II, a nova zona operativa também foi considerada. No 
entanto, como o problema separa a natureza inteira-mista das não-linearidades, 
resultando em dois subproblemas separados, a segunda faixa de operação fica no 
Subproblema Inteiro. Neste sentido, as possibilidades operativas são: a geração da 
unidade está nos limites das restrições de canalização41, ou a unidade está desliga-
da. 
A Tabela 4.5 mostra os resultados duais para os dois problemas duais con-
siderando as duas zonas operativas. 
Tabela 4.5: Resultados Duais Considerando Duas Zonas Operativas. 
Dual I Dual II
multiplicadores iniciais -0,1 -0,1
função dual (1º iteração) -29.814,95 -29.814,95
função dual 346.298,98 334.859,01
número de iterações 338 187
tempo computacional (s) 382,98 71,16
norma do subgradiente 8.348,63 8.583,09  
Note que a inclusão desta segunda zona operativa não acarretou em altera-
ções no valor da função dual42 para os dois problemas duais. No caso do Dual II, a 
explicação foi comentada no capítulo anterior, no item (3.4.2.2).  
Para o Dual I, o valor da função dual foi a mesma do que se considerando 
uma única faixa operativa, isto é, as unidades não operaram na segunda zona. Ob-
servando os valores de geração das unidades do sistema nota-se que, mesmo para 
uma demanda baixa, existem diversas combinações viáveis utilizando a primeira 
zona, sem ter que operar na segunda zona. Ainda, a operação na segunda zona 
forçaria o grupo turbina-gerador a trabalhar em regiões de baixo rendimento43. 
                                                 
41 Note que a restrição fica da seguinte forma: z1ph1min+z2ph2min≤pha≤z1ph1max+z2ph2max, dependente 
das variáveis inteiras z1 e z2, as quais indicam em qual zona operativa a unidade pode operar. 
42 Foram simulados diversos cenários considerando as duas zonas operativas e, na maioria dos 
casos do Dual I, os valores de função dual eram iguais. No Dual II, o valor da função dual foi sem-
pre igual independente da quantidade de zonas operativas. 
43 Pode-se observar essa região na Figura 2.6 do item 2.2.2 no Capítulo 2. 
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Na Tabela 4.5 pode-se observar ainda que a diferença marcante foi o alto 
tempo computacional do Dual I. Mesmo que o sistema estudado seja reduzido 
pode-se perceber que a enumeração das unidades para duas faixas operativas tor-
na-se onerosa. A Tabela 4.6 apresenta um resumo dos resultados para os dois pro-
blemas duais, considerando as duas zonas operativas, para todos os cenários. 
Tabela 4.6: Resumo dos Resultados Duais Considerando Duas Zonas Operativas. 
Dual I Dual II
função dual 346.298,98 334.859,01
tempo computacional (s) 382,98 71,16
norma do subgradiente 8.348,63 8.583,09
função dual 323.402,86 313.909,95
tempo computacional (s) 436,25 78,92
norma do subgradiente 8.249,75 8.472,802
função dual 88.881,95 58.051,65
tempo computacional (s) 1.618,59 52,48
norma do subgradiente 9.789,30 10.105,94
função dual 252.279,63 232.626,61
tempo computacional (s) 370,53 46,09






O valor da função dual dos problemas duais, considerando duas zonas ope-
rativas, foi exatamente o mesmo do que para uma única zona de operação. Isto 
ocorreu porque a possibilidade de geração de uma unidade hidrelétrica varia de 
120 MW (unidade da Usina de Salto Osório) a 419 MW (unidade da Usina de Foz 
do Areia), o que possibilita atender demandas baixas sem a necessidade de utilizar 
a segunda faixa de operação (10 - 100 MW).  
Em todos os cenários o Dual I obteve maior valor de função dual e menor 
valor de norma do subgradiente em relação ao Dual II. Por sua vez, no tocante aos 
tempos computacionais, é visível o alto esforço presente na solução do Problema 
Dual I considerando a enumeração das unidades para duas zonas operativas. Para 
o Dual II, o aumento do tempo computacional é mínimo. Neste sentido, a percen-
tagem do tempo computacional do Dual I, em relação ao Dual I, é do cenário 1 ao 
4, respectivamente, 538,20%, 552,77%, 3.084,20% e 803,93%. 
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4.3.2 Unidades Hidrelétricas Sem a Presença de Variáveis Inteiras 
A partir dos resultados obtidos nos problemas duais, foi observado que o 
Dual I, em todos os cenários, obteve o maior valor de função dual e o menor des-
vio nas restrições relaxadas. No entanto, o esforço computacional devido à enume-
ração das unidades é perceptível. Com o intuito de analisar o impacto de despre-
zar a enumeração, duas modificações serão apresentadas a seguir. 
4.3.2.1 Usinas com as Unidades Modeladas Sem as Variáveis Inteiras 
Neste caso as unidades da usina podem operar livremente, em qualquer ní-
vel de geração entre zero e a sua capacidade máxima. O problema não-linear é 
semelhante ao Subproblema Contínuo do Dual II, acrescido das restrições de limi-
te de potência das unidades. 
A Tabela 4.7 ilustra o resultado dos problemas duais para o Cenário 144. 
Tabela 4.7: Resultados Duais Sem Considerar as Variáveis Inteiras nas Unidades. 
Dual IC Dual I
multiplicadores iniciais -0,1 -0,1
função dual (1º iteração) -29.814,95 -29.814,95
função dual 359.612,74 346.298,98
número de iterações 240 338
tempo computacional (s) 71,23 185,70
norma do subgradiente 7.897,31 8.348,63  
Pode-se observar na Tabela 4.7, que o Dual IC obteve o maior valor de fun-
ção dual e menor valor da norma do subgradiente. Na tabela ainda pode-se notar 
que o Dual IC possui tempo computacional consideravelmente menor que o Dual 
I. 
No Dual IC, para todo o horizonte, todas as unidades estão em operação e a 
geração hidrelétrica é, praticamente, constante no horizonte. No entanto, a geração 
                                                 
44 O Dual IC é dado pelo Problema Dual I representado sem a presença das variáveis inteiras. 
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em alguns estágios está abaixo da zona permitida de geração. Nesse sentido a Fi-
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Figura 4.18: Geração da Unidade 1 da Usina de Foz do Areia. 
Na Figura 4.18 pode-se observar que em diversos estágios a unidade opera 
abaixo de seu limite mínimo da zona de operação que é de 290 MW. 
Os multiplicadores de Lagrange associados, tanto à geração46, quanto à va-
zão turbinada47 do Dual IC foram próximos48 aos respectivos multiplicadores do 
Dual I, como pode ser observado na Figura 4.19, para a Usina de Salto Osório. 
                                                 
45 O mesmo ocorre, em alguns estágios, nas unidades das usinas de Salto Osório (Grupo II) e Salto 
Caxias. 
46 Relacionados as restrições PHa-PH e pta-pt. 
47 Qa-Q. 
48 A maior diferença ocorre no último estágio (13,00 R$/MWh). 













1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24















Dual Ic Dual I
 
Figura 4.19: Multiplicadores de Lagrange Associado à Geração de Salto Osório. 
A Figura 4.20 mostra o despacho de uma unidade de cada usina hidrelétrica 
do sistema49. 
                                                 
49 A unidade referente é a unidade 1, para todas as usinas. 
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Figura 4.20: Geração das Unidades, para o Cenário 1. 
Por meio da Figura 4.20 pode se observar que no Dual IC, em alguns está-
gios, a geração das unidades das usinas de Foz do Areia, Salto Osório50 e Salto Ca-
xias estão abaixo do limite mínimo da respectiva zona operativa. 
A Tabela 4.8 mostra um resumo dos resultados duais para os problemas 
Duais IC e I, para todos os cenários. 
                                                 
50 Somente as unidades do Grupo II. 
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Tabela 4.8: Resumo dos Resultados Duais, Sem Considerar as Variáveis Inteiras. 
Dual IC Dual I
função dual 359.612,74 346.298,98
tempo computacional (s) 71,23 185,70
norma do subgradiente 7.897,31 8.348,63
função dual 306.095,96 323.402,86
tempo computacional (s) 55,63 215,53
norma do subgradiente 8.669,01 8.249,75
função dual 104.068,23 88.881,95
tempo computacional (s) 41,39 739,63
norma do subgradiente 10.570,35 9.789,30
função dual 300.182,52 252.279,58
tempo computacional (s) 37,78 168,44






Por meio da Tabela 4.8 pode se observar que o Dual IC é bem mais rápido 
que a enumeração das unidades. Para os cenários 1 e 2, que representam carga 
pesada, a velocidade foi de, aproximadamente, 3,40 iterações/s, enquanto para os 
cenários 3 e 4 a velocidade diminuiu para, aproximadamente, 2,91 iterações/s. 
A Figura 4.21 mostra a operação das unidades de Salto Osório para o Dual 
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Figura 4.21: Unidades em Operação de Salto Osório para o Cenário 3 – Dual IC. 
Pode se observar na Figura 4.21 que o problema não-linear, sem as zonas 
operativas, fornece no estágio 18, quatro unidades em operação, que representa 
que as unidades do GRUPO II estão desligadas. 
Fabrício Y. K. Takigawa | Análise Comparativa de Diferentes Estratégias de Decomposição do Problema da Programa-
ção Diária da Operação de Sistemas Hidrotérmicos com base na Relaxação Lagrangeana 
 84








1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24























1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24





















1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24


























1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24





























1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24




























1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24















Dual Ic Dual I faixa_min
 
Figura 4.22: Geração das Unidades, para o Cenário 4. 
Por meio da Figura 4.22, pode-se observar a ocorrência da violação da res-
trição da zona operativa das unidades em todas as usinas, com exceção somente 
de Salto Santiago. 
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O Dual IC mesmo com a violação das restrições das zonas operativas51 suge-
re ser um bom ponto inicial52 para o Dual I. 
4.3.3 Unidades Hidrelétricas Agregadas 
Neste caso, a usina é representada por uma unidade agregada sem a pre-
sença das variáveis inteiras que determinam a operação, ligada ou desligada, das 
faixas. Neste sentido, algumas considerações foram efetuadas nos coeficientes de 
perdas hidráulicas53 e de rendimento54, para ajustar essa modelagem proposta. 
A análise será feita entre o Dual I, com as unidades agregadas55, e o Dual I 
considerando uma zona operativa das unidades. 
A Tabela 4.9 ilustra o resultado dos problemas duais do Cenário 1. 
                                                 
51 Em todos os cenários, a geração das unidades de Foz do Areia, Salto Osório (Grupo II) e Salto 
Caxias estão abaixo dos limites mínimos da zona operativa das mesmas. 
52 Os multiplicadores do Dual I, sem as zonas operativas, são relativamente próximos do Dual I 
considerando a zona operativa. Foram testados alguns casos em que foi utilizado multiplicadores 
resultantes de um dual como iniciais para o Dual I, com uma única zona operativa, e pode-se ob-
servar uma rapidez na convergência (tempo computacional menor). Em sistemas de grande porte 
como é o caso do sistema brasileiro, acredita-se que seja uma boa opção para diminuir o esforço 
computacional decorrente da enumeração do espaço de estados das unidades. 
53 Neste caso, foi calculado um coeficiente de perda hidráulica para cada unidade agregada, de 
modo que a perda (m) fosse a mesma que as unidades originais. Desta forma, o novo coeficiente é 
igual a k0agreg=k0/(Jr)2. 
54 O rendimento, neste caso, depende de Q ao invés de q. Neste sentido, no coeficiente de rendi-
mento, as seguintes modificações foram efetuadas: ρ1agreg=ρ1/(Jr); ρ3agreg=ρ3/(Jr) e ρ4agreg=ρ4/(Jr)2. 
Note que os outros coeficientes continuam idênticos ao da unidade independente. 
55 Será representada no decorrer do texto por Dual IA. 
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Tabela 4.9: Resultados Duais Considerando as Unidades Agregadas no Dual I. 
Dual IA Dual I
multiplicadores iniciais -0,1 -0,1
função dual (1º iteração) -29.814,95 -29.814,95
função dual 310.865,45 346.298,98
número de iterações 170 338
tempo computacional (s) 33,23 185,70
norma do subgradiente 8.044,59 8.348,63  
Pode-se observar na Tabela 4.9, que o Dual IA obteve valor de função dual e 
da norma do vetor de subgradientes menor do que o Dual I. Na tabela ainda pode 
se notar que o Dual IA possui um tempo computacional inferior em relação ao Du-
al I. 
Da mesma forma que para as unidades sem as zonas operativas, a geração 
das usinas é praticamente constante. Todas as unidades estão operando em todos 
os estágios. O comportamento do conjunto de todos os multiplicadores de La-
grange foi semelhante ao conjunto de multiplicadores do Dual I56, como pode ser 








1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24















Dual Ia Dual I
 
Figura 4.23: Multiplicadores de Lagrange Associado à Geração de Salto Osório. 
                                                 
56 Pode-se observar que a diferença neste cenário é maior do que a diferença observada para o Dual 
I, considerando-se as unidades independentes. 
Aplicação | Capítulo 4 
 87
A Figura 4.24 mostra uma comparação da geração agregada do Dual IA, 
com a geração referente a soma do despacho de todas as unidades provenientes de 
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Figura 4.24: Geração Agregada para o Cenário 1. 
                                                 
57 No Dual IA a Usina de Salto Osório possui duas unidades agregadas, que se refere aos dois gru-
pos distintos. Deste modo, para se comparar à geração agregada com a geração do Dual I será so-
mada a geração das unidades de cada grupo. 
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Por meio da Figura 4.24, pode-se observar que a geração da unidade agre-
gada é praticamente constante; no entanto, são ignoradas as restrições de zonas 
operativas das unidades58. 
A Tabela 4.10 mostra um resumo dos resultados duais para o Dual I, com a 
unidade agregada, repetindo os resultados do Dual II, para todos os cenários. 
Tabela 4.10: Resumo dos Resultados Duais Considerando as Unidades Agregadas. 
Dual IA Dual I
função dual 310.865,45 346.298,98
tempo computacional (s) 33,23 185,70
norma do subgradiente 8.044,59 8.348,63
função dual 300.136,34 323.402,86
tempo computacional (s) 34,53 215,53
norma do subgradiente 8.565,87 8.249,75
função dual 14.032,554 88.881,95
tempo computacional (s) 12,52 739,63
norma do subgradiente 10.702,56 9.789,30
função dual 323.106,04 252.279,58
tempo computacional (s) 29,56 168,44






Por meio da Tabela 4.10 pode se observar o baixo tempo computacional do 
Dual I, com uma unidade agregada. 
No Cenário 3, o valor da função dual é muito diferente, isto se deve ao fato 
de que o ponto inicial foi ruim59 para o Método de Feixes. Neste caso, os valores 
de todos os multiplicadores de Lagrange foram distantes do Dual I, considerando 
uma zona operativa60. 
Na Figura 4.25, referente ao Cenário 3, pode se observar à operação das u-
nidades agregadas da Usina de Salto Osório. 
                                                 
58 Como a unidade agregada representa o grupo de unidades idênticas da usina, as unidades das 
usinas de Foz do Areia e Salto Caxias estariam abaixo do limite mínimo de sua zona operativa. 
Note que nessas duas usinas, a geração proveniente do Dual I em alguns estágios está abaixo do 
Dual IA, mas é que existe a enumeração das unidades. 
59 Para outros pontos iniciais o Dual IA, obteve resultados melhores. 
60 Os multiplicadores associados à geração permaneceram próximos de 1,50 R$/MWh. 
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Figura 4.25: Unidades em Operação da Usina de Salto Osório para o Cenário 3 - Dual IA. 
A Figura 4.26 ilustra o comportamento da geração das unidades agregadas 
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Figura 4.26: Geração Agregada para o Cenário 4. 
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4.4 CONCLUSÕES 
Este capítulo teve como objetivo analisar comparativamente o desempenho 
computacional obtido pelas duas decomposições do problema da programação 
diária da operação eletroenergética. Análises foram efetuadas no sentido de se ob-
ter uma maior sensibilidade na solução do problema da programação diária, no 
tocante às propostas de decomposição mostradas. 
As alterações feitas no problema consistiram em variar à demanda, restri-
ções de rampa e os volumes iniciais e finais dos reservatórios. A análise entre os 
duais foi feita por meio, principalmente, das variáveis primais e duais, dos valores 
finais da função dual, tempo computacional e norma do vetor de subgradientes. 
Como algumas respostas primais são inviáveis e a etapa da recuperação primal 
não foi implementada neste trabalho, a análise referente às variáveis primais se 
ateve à comparação das saídas dos diversos subproblemas das duas decomposi-
ções, ilustradas por meio de figuras. 
No tocante a análise entre as duas decomposições, o Problema Dual I obte-
ve, para todos os cenários estudados, os maiores valores de função dual e os me-
nores valores de norma do vetor de subgradientes, ilustrando que as restrições 
foram menos violadas. No entanto, o esforço computacional foi mais elevado que 
no Dual II. Neste sentido, pode-se perceber que o esforço computacional referente 
da enumeração das unidades decorre em uma diferença considerável no tempo 
computacional. 
As variáveis duais obtidas para o Problema Dual II, na maioria dos casos, 
estiveram relativamente próximas do Dual I. 
Ainda, na análise de sensibilidade, duas modificações foram feitas no pro-
blema primal. A primeira consistiu em analisar o comportamento do problema 
para duas zonas operativas das unidades hidrelétricas. Os duais obtiveram as 
mesmas respostas que a consideração de uma zona operativa. No Dual I isto ocor-
re porque a possibilidade nas combinações da geração das 22 unidades na primei-
ra zona é bastante flexível, podendo atender a demanda sem ter que operar na se-
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gunda zona. No Dual II, as zonas operativas estão presentes no Subproblema In-
teiro, o qual possui solução analítica e desta forma, a unidade sempre estará desli-
gada ou gerando no limite máximo da primeira zona operativa. Em relação ao 
tempo computacional, o Dual I apresentou um elevado esforço computacional, 
enquanto o Dual II o tempo aumentou muito pouco, devido ao aumento do espaço 
de estados dos subproblemas inteiros. 
A segunda modificação do problema primal consistiu em retirar-se à mode-
lagem inteira do problema. Neste sentido, foram simulados dois casos para o pro-
blema: as unidades sem as zonas operativas e uma unidade agregada represen-
tando cada grupo de unidades idênticas. As respostas duais foram semelhantes ao 
Dual I. Da mesma forma que no Subproblema Contínuo do Dual II, em alguns es-
tágios, a geração das unidades esteve abaixo do limite mínimo da zona operativa 
da mesma. Pode-se notar, também, que esta aproximação diminui bastante o es-
forço computacional. 
Uma sugestão, no tocante a manter a representação o mais próximo da rea-
lidade e diminuir o tempo computacional utilizado, é utilizar uma combinação das 
decomposições, deixando a enumeração do espaço de estado das unidades para o 
final, isto é, utilizar uma decomposição inicial (menor esforço computacional) co-
mo, por exemplo, o Dual II e após utilizar os multiplicadores associados (geração e 
vazão turbinada) como iniciais para o Dual I, uma vez que, os multiplicadores de 
Lagrange dos duais I (sem as zonas operativas) e II (uma zona) estão relativamen-
te próximos, servindo de um bom ponto inicial para o Problema Dual I (uma zona 
operativa). 
Com o objetivo de decrementar o nível de inviabilidade das restrições, al-
gumas modificações nos subproblemas podem ser consideradas. No Subproblema 
de Atendimento à Demanda a inclusão de restrições de rampa, no sentido de di-
minuir o liga e desliga das usinas termelétricas; e a consideração dos limites mí-
nimos da zona operativa das unidades hidrelétricas, de modo que o despacho da 
usina não viole o limite mínimo da unidade. No Subproblema Hidráulico é possí-
vel limitar as vazões turbinadas considerando os requisitos de reserva, uma vez 
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que os limites máximos de vazão turbinada da usina foram ajustados nos respecti-
vos valores máximos nominais, os quais só podem ser alcançados quando a altura 
de queda é igual à nominal. Da mesma forma, no Subproblema Inteiro é possível 
limitar a geração da unidade considerando o valor inicial da cota de montante, já 
que os limites máximos de geração das unidades hidrelétricas só podem ser alcan-
çados quando as mesmas estão sujeitas a altura de queda nominal e vazão nomi-
nal. 




CAPÍTULO 5 CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA 
DESENVOLVIMENTOS FUTUROS 
Este trabalho teve como tema central o problema da programação diária da 
operação eletroenergética de sistemas hidrotérmicos, com predominância nos re-
cursos hidrelétricos. Deste modo, o objetivo deste trabalho consistiu em decompor 
um problema reduzido, em duas formas distintas, e analisá-las comparativamente, 
com base na metodologia da Relaxação Lagrangeana.  
Devido à natureza do problema a Relaxação Lagrangeana aparece como a 
preferida, pois possibilita, por meio da relaxação das restrições de acoplamento, 
decompor o problema em subproblemas menores e mais fáceis de solucionar. Nes-
te sentido, foram ilustradas no Capítulo 3, duas formas de decomposição do 
problema da programação diária, utilizando para tanto os conceitos de duplicação 
de variáveis. 
O Problema Dual I, resultante da primeira decomposição, é composto por 
quatro subproblemas (Termelétrico, Atendimento à Demanda, Hidráulico e Alo-
cação das Unidades Hidrelétricas) de características matemáticas distintas. O Sub-
problema Termelétrico possui somente restrições ligadas ao sistema termelétrico, e 
é acoplado no tempo devido à restrição de rampa. O Subproblema de Atendimen-
to à Demanda é desacoplado no tempo e acoplado no espaço. O Subproblema Hi-
dráulico e de Alocação das Unidades Hidrelétricas possuem somente restrições 
associadas ao parque gerador hidrelétrico; o primeiro com restrições ligadas aos 
reservatórios é acoplado no tempo e no espaço; e o segundo com restrições ligadas 
as unidades é desacoplado no tempo e no espaço, mas existe neste subproblema a 
enumeração do espaço de estados das unidades. 
O Problema Dual II possui os mesmos três subproblemas do Dual I (Terme-
létrico, Atendimento à Demanda e Hidráulico), modificando apenas o Subproble-
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ma de Alocação das Unidades Hidrelétricas. Neste caso, tem-se um Subproblema 
Contínuo e um Subproblema Inteiro-Misto, sendo esses subproblemas também 
desacoplados no tempo e no espaço. A enumeração do espaço de estados é por 
unidade e está no Subproblema Inteiro-Misto. 
No Capítulo 4 foram comparadas as duas decomposições. O Problema Dual 
I obteve, para todos os cenários estudados, os maiores valores de função dual e os 
menores valores de norma do vetor de subgradientes, ilustrando que as restrições 
foram menos violadas. Uma diferença significativa esteve no esforço computacio-
nal, o qual foi mais elevado no Dual I. Neste sentido, pode-se perceber que a enu-
meração do espaço de estados das unidades implica em uma diferença considerá-
vel no tempo computacional. Neste sentido, duas modificações foram feitas no 
problema primal. A primeira consistiu em analisar o comportamento do problema 
para duas zonas operativas das unidades hidrelétricas. Os duais obtiveram as 
mesmas respostas que a consideração de uma zona operativa, mas o esforço com-
putacional associado ao Problema Dual I foi muito maior. 
A segunda modificação do problema primal consistiu em retirar-se à mode-
lagem inteira do problema. Neste sentido, foram simulados dois casos para o pro-
blema: as unidades sem as zonas operativas e uma unidade agregada represen-
tando cada grupo de unidades idênticas. As respostas duais foram semelhantes ao 
Dual I. No entanto, da mesma forma que no Subproblema Contínuo do Dual II, 
em alguns estágios, a geração das unidades esteve abaixo do limite mínimo da 
zona operativa da mesma. Pode-se notar, também, que esta aproximação diminui 
bastante o esforço computacional. 
Ressalta-se que o horizonte do modelo estudado é de apenas 24 horas sendo 
que o horizonte de estudo da programação diária é de 7 a 13 dias. Desta forma, 
uma sugestão, no tocante em manter a representação o mais próximo da realidade 
e diminuir o tempo computacional utilizado, é utilizar uma mistura das decompo-
sições, deixando a enumeração do espaço de estados das unidades para os estágios 
mais próximos a operação. 
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Com o objetivo de decrementar o nível de inviabilidade das restrições, al-
gumas modificações nos subproblemas podem ser consideradas. No Subproblema 
de Atendimento à Demanda a inclusão de restrições de rampa e a consideração 
dos limites mínimos da zona operativa das unidades hidrelétricas. No Subproble-
ma Hidráulico é possível limitar as vazões turbinadas considerando os requisitos 
de reserva. Da mesma forma, no Subproblema Inteiro é possível limitar a geração 
da unidade considerando o valor inicial da cota de montante. 
No sentido de se ter uma avaliação completa, o problema de alocação ter-
melétrica (“thermal unit commitment”), deve ser incluído no problema da progra-
mação diária. 
No tocante a simular condições reais de afluência, é necessário se considerar 
vazões afluentes não nulas e em situações de operação com variações muito gran-
des entre períodos de horas ou de um dia para outro, essas situações são muito 
comuns no sul do país, em que afeta drasticamente o nível de geração de usinas 
com pequenos reservatórios. Em relação à influência da vazão defluente, deve se 
considerar casos reais de limites de defluência para cada reservatório. E por últi-
mo, considerar o vertimento na função de produção das unidades hidrelétricas e 
na operação do sistema. 
Ainda no tocante a sugestões para desenvolvimentos futuros, os resultados 
mostram que é necessária a representação de restrições de minimum uptime e down-
time para a operação das unidades hidrelétricas, com o intuito de diminuir o 
“bang-bang” fornecido pelo despacho (desgaste nas unidades). Neste sentido, 
uma nova forma decomposição é apresentada no APÊNDICE 5, representando os 
mínimos tempos de permanência em operação e desligamento e, ainda, conside-
rando as restrições de conservação da massa da água no Problema Não Linear - 
PNL (Subproblema de Alocação das Unidades Hidrelétricas). 
E, por fim, as decomposições mostradas neste trabalho possibilitam a solu-
ção de subproblemas menores com características distintas e que podem ser solu-
cionados paralelamente. Neste sentido, o processamento distribuído (alto desem-
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penho) aparece como uma opção viável para diminuir o esforço computacional e, 
conseqüentemente, o tempo computacional para o problema da programação diá-
ria da operação eletroenergética. 
 
 
APÊNDICE 1 - EXEMPLO DIDÁTICO 
Considere o sistema hidrotérmico da figura abaixo, com duas usinas gera-
doras, uma termelétrica (T) e outra hidrelétrica (H), atendendo uma carga (L) e 




Figura A1.1: Configuração do Exemplo Ilustrativo. 
Várias simplificações são adotadas neste exemplo. A função de produção da 
usina hidrelétrica é representada por uma função linear dada pelo produto entre a 
produtibilidade constante (ρ) e a vazão turbinada na usina. As restrições conside-
radas são apenas a de atendimento à demanda, conservação da massa da água no 
reservatório, restrição de rampa de geração termelétrica e os limites operacionais 
das usinas. 
O objetivo do problema de otimização consiste em minimizar o custo da u-
sina termelétrica. O período de tempo considerado é de 1h. Deste modo, tem-se o 
seguinte problema de otimização: 
= +21 1 2 1min f ct pt ct pt  (1) 
sujeito a:  
1LρQpt 11 =+  (2) 
( )+ + = +2 1 1 1 1 1 1v c Q s v c y  (3) 
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Δptpt 01 ≤−  (4) 
max
1 ptpt0 ≤≤  (5) 
max
1 QQ0 ≤≤  (6) 
max
1 ss0 ≤≤  (7) 
≤ ≤min max2v v v  (8) 
Os dados operativos das usinas geradoras estão dispostos a seguir: 
ct1=0,1; ct2=10; ρ=0,9MW/(m3/s); pt0=0; ptmax=100 MW; Δ=50 MW; 
y1=0m3/s; Qmax=700 m3/s; smax= 2Qmax; vmin=1100hm3; vmax=1150hm3; vinic=1125hm3; 
L1=650 MWh; c1=3,6x10-3 
Nota-se que o problema, composto pelas equações (1)-(8), é acoplado devi-
do às restrições de atendimento à demanda (2) e conservação da massa da água 
(3). 
Este exemplo é bastante simples, já que o intuito é ilustrar apenas o uso da 
metodologia da Relaxação Lagrangeana. A solução ótima deste problema é fácil-
mente encontrada: 
• A capacidade máxima de geração hidrelétrica é de 630 MWh turbi-
nando sua vazão máxima de 700 m3/s; 
• Convertendo a vazão turbinada em volume (700x3,6x10-3 = 2,52 
hm3), tem-se o volume necessário para que a usina hidrelétrica possa 
ser despachada em seu valor máximo nominal; 
• Como não existe restrição no uso da água, a usina hidrelétrica pode 
utilizar todo o volume útil existente61 em seu reservatório, que é de 
25 hm3; 
                                                 
61 O volume útil existente é, neste caso, a diferença  do volume inicial e do volume mínimo do re-
servatório. 
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• Dessa forma, a hidrelétrica produzirá os 630 MWh, no intuito de se 
atender a demanda (650 MWh). No entanto, necessita de mais 20 
MWh de geração termelétrica; 
• Como a usina termelétrica inicia desligada e possui uma rampa limi-
tado sua geração em 30 MWh, para dois estágios de tempo consecu-
tivos, ela produzirá a geração que falta, isto é, os 20 MWh; 
• Assim, o custo de operação para este exemplo é dado substituindo a 
geração termelétrica na função objetivo (1), o que resulta em um cus-
to de R$ 240,00. 
A seguir, será mostrado o uso da R.L., de duas maneiras diferentes: o mode-
lo clássico da relaxação e o modelo utilizando a introdução de variáveis artificiais. 
A.  Modelo Clássico 
O modelo clássico da dualização do problema de otimização, utilizando a 
metodologia da Relaxação Lagrangeana consiste em relaxar as restrições de aten-
dimento à demanda (Equação 2) e a conservação da massa da água (Equação 3). 
Como o período de estudo considerado é de uma hora (um estágio), dualizam-se 
essas restrições com o auxílio de dois multiplicadores de Lagrange (λ e μ). Dessa 
forma, o problema dualizado resulta em: 
[ ]( ) = ( ) ( )f y+ + − + − + + −1 1 1 2 1 1 1 1 1max θ λ,μ min λ pt ρQ L μ v v c Q s   
sujeito a: (4)-(8) (9) 
Observe que no Problema (9), não existe mais o acoplamento entre as variá-
veis. Separando o problema dual pelas características termelétricas e hidrelétricas, 
pode-se dividir em dois subproblemas com características distintas: Um problema 
termelétrico (θT) e outro hidrelétrico (θH), conforme abaixo: 
( ) ( )λ = + +2T 1 1 2 1θ min ct pt ct λ pt   
sujeito a: (4)-(5) (10) 
e, 
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( , ) ( ) ( )λ μ ρ= + + +H 1 1 2 1 1θ min λ μc Q μv μ c s   
sujeito a: (6)-(8) (11) 
Existe mais um termo da função dual dado por: 
( , ) ( ) ( )λ μ = − + − −C 1 1 1 1θ λ L μ v c y  (12) 
O Subproblema (10) foi solucionado por meio de uma rotina pronta (quad-
prog) do MATLAB e os subproblemas (11) e (12) por meio de solução analítica. So-
lucionado os subproblemas primais mostrados acima, os desvios das restrições 
relaxadas, (2) e (3), são os dados de entrada para o segundo nível hierárquico 
(problema mestre). A figura a seguir ilustra a função dual resultante da modela-
gem clássica a ser solucionada, para um grande conjunto de valores de λ e μ (L1 e 
L2). 
 
Figura A1.2: Função Dual para o Modelo Clássico. 
A figura abaixo representa a curva de nível do valor da função dual clássi-
ca. 
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Figura A1.3: Curva de Nível para a Função Dual. 
O valor da função dual resultante após a convergência deste exemplo foi de 
R$ 240,00. O resultado do exemplo para o modelo clássico é mostrado na Tabela 
A1.1. 





pt  (MWh) Q  (m3/s) v  (hm3) s  (m3/s) Subgradiente
[-14,0039; 0] 20,0195 700 1150 1400 [0,0195; 32,56]
Modelo Clássico
 
Pode-se observar que as respostas são inviáveis; por exemplo, existe verti-
mento62 e, principalmente, o volume do reservatório está em seu valor máximo, 
quando deveria estar abaixo do volume inicial já que foi utilizada geração hidrelé-
trica. 
B.  Introdução de Variáveis Artificiais 
A técnica das variáveis artificiais, de forma sucinta, acrescenta ao problema 
de otimização restrições adicionais, sendo que elas são dualizadas posteriormente. 
                                                 
62 Observe que não foi considerado nenhum custo associado ao uso da água. 
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Dessa forma, no problema original (1)-(8), são acrescentadas duas variáveis 
artificiais, pta1 e pha1 que são dualizadas, respectivamente, de pt1 e ρQ1 e as substi-
tituem na restrição (2). Assim o problema se torna: 
= +21 1 2 1min f ct pt ct pt   
sujeito a:  
1Lppta 11 =+ ha   
( )+ + = +2 1 1 1 1 1 1v c Q s v c y   
Δptpt 01 ≤−  (14) 
max
1 ptpt0 ≤≤   
max
1 QQ0 ≤≤   
max
1 ss0 ≤≤   
max
1
min vvv ≤≤   
− =1 1pta pt 0   
− =1 1pha ρQ 0   
Relaxando as restrições adicionais63, através dos multiplicadores λ e μ tem-
se: 
( ) ( )+ + − + −21 1 2 1 1 1 1 1min ct pt ct pt λ pta pt μ pha ρQ   
sujeito a: (15) 
=1 1 1pta + pha L   
(3)-(8)  
Neste modelo o problema dualizado também é separado em subproblemas 
menores e de mais fácil solução. Mas, diferentemente do outro modelo, as restri-
                                                 
63 As restrições adicionais são pta1-pt1=0 e pha1-ρQ1=0. 
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ções que acoplavam o problema no espaço e no tempo não foram relaxadas. Os 
subproblemas resultantes64 dessa decomposição são mostrados a seguir: 
= + −2T 1 1 2 1θ min ct pt (ct λ)pt   
sujeito a: (16) 
(4)-(5)  
 
11D μphaptaλminθ +=   
sujeito a: (17) 
=1 1 1pta + pha L   
 
1H μρ)Qmin(θ −=   
sujeito a: (18) 
(3), (6)-(8).  
Os subproblemas foram solucionados por meio de rotinas prontas do 
MATLAB, o Subproblema (16) de natureza quadrática é solucionado por meio do 
quadprog e os subproblemas lineares (17) e (18) por meio do linprog. 
A Figura A1.4 mostra a função dual a ser solucionada pelo atualizador dos 
multiplicadores de Lagrange. 
                                                 
64 Termelétrico (θT), Atendimento a Demanda (θD) e Hidráulico (θH). 
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Figura A1.4: Função Dual para o Modelo Utilizando as Técnicas Artificiais. 
As figuras abaixo representam a curva de nível do valor da função dual uti-
lizando a técnica das variáveis artificiais. 
 
Figura A1.5: Curva de Nível para a Função Dual. 
Analisando as funções duais das decomposições, clássica (Figura A1.2) e u-
tilizando variáveis artificiais (Figura A1.4), figuras A1.3 e A1.5, respectivamente, 
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pode-se observar que a maneira que se decompõe o problema influência na função 
dual. 
O valor ótimo da função dual é R$239,9999. Em comparação com o modelo 
clássico as respostas das variáveis primais aparentam ser “menos inviáveis”, como 
pode ser observado na Tabela A1.2. 




pt  (MWh) Q  (m3/s) v  (hm3) s  (m3/s) Subgradiente
[13,9948; 0,001] 19,974 700 1.121,2 350,309 [0,026; 0]
Modelo Utilizado
 
Assim, como no modelo clássico, as respostas são inviáveis, como exemplo 
observa que existe vertimento de água. No entanto, a restrição de conservação da 
massa da água não está violada, mas ocorre um pequeno desvio na variável de 
geração termelétrica, que deveria ser igual 20 MWh. 
A utilização de variáveis artificiais além de manter as restrições originais e 
de gerar respostas “menos degeneradas” possibilita um bom ponto inicial para a 




APÊNDICE 2 – DADOS UTILIZADOS 
A seguir serão ilustrados os dados utilizados na implementação, tais como 
valores de reserva nas usinas, volumes iniciais e finais dos reservatórios, tempos 
de viagem da água, limites de intercâmbio, entre outros. Para auxiliar a interpreta-
ção dos resultados obtidos, alguns dados do sistema hidrotérmico ilustrados no 
Capítulo 2 serão repetidos neste apêndice. 
A. Sistema Hidrelétrico 
Conforme visto no Capítulo 2, a configuração hidrelétrica utilizada tem po-
tência máxima de 6.343,42 MW, a qual corresponde, aproximadamente, a 80% da 
capacidade de geração máxima instalada. 
A figura abaixo ilustra as usinas e suas respectivas potências máximas, po-
dendo ser observados ainda os tempos de viagem da água entre os reservatórios, 
os quais são ilustrados de forma destacada entre colchetes. Neste trabalho é assu-
mido que o tempo de viagem entre a usina r e a usina imediatamente a jusante da 
mesma é constante. Isso não é verdadeiro na prática, pois o tempo de viagem é 
dependente da magnitude da vazão defluente na usina. 

















Figura A2.1: Configuração Hidrelétrica. 
A Tabela A2.1, a seguir, apresenta os limites operativos de volumes e va-
zões dos reservatórios. Os dados de volume útil das Usinas de Foz do Areia, Se-
gredo, Salto Santiago e Salto Osório são valores reais. No entanto, por falta de da-
dos sobre a capacidade de regularização do reservatório de Salto Caxias, seu vo-
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lume útil foi estimado em 100 hm3, igual ao volume útil de Salto Osório. Vale lem-
brar que essas duas usinas, em estudos de mais longo prazo, são consideradas 
como usinas a fio da água, isto é, sem capacidade de regularização mensal. Con-
forme pode ser visto na tabela, a vazão vertida máxima em cada reservatório foi 
considerada igual a duas vezes o valor da respectiva vazão turbinada máxima. 
Ainda, o limite máximo de vazão defluente considerado foi de três vezes o engo-
limento máximo no reservatório65. 
















Foz do Areia 1.974 5.779 1.376 2.752 4.128
Segredo 2.562 2.950 1.268 2.536 3.804
Salto Santiago 2.662 6.775 1.576 3.152 4.728
Salto Osório 1.014 1.124 1.784 3.568 5.352
Salto Caxias 3.473 3.573 2.100 4.200 6.300  
A maioria dos dados relativos as unidades hidrelétricas foram apresentados 
no Capítulo 2. A Tabela A2.2 resume as principais características operativas dessas 
unidades. 


















Foz do Areia 4 [290-419] 344 22,290 135,0
Segredo 4 [180-315] 317 18,300 110,0
Salto Santiago 4 [210-355] 394 10,776 102,0









Salto Caxias 4 [205-310] 525 3,628 64,0  
                                                 
65 Neste cenário base, todos os limites mínimos das vazões mostradas na Tabela 4.1 são considera-
dos nulos. 
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O número total de unidades da configuração hidrelétrica é igual a 22. As 
constantes relativas à função que aproxima as perdas hidráulicas, bem como as 
quedas das unidades são novamente apresentadas nessa tabela. 
Por fim, falta citar ainda os dados relacionados às condições iniciais (volu-
mes iniciais, vazões afluentes incrementais, níveis de reserva) e finais do problema 
(coordenação com o problema de curto prazo). O volume inicial de cada reservató-
rio, e sua respectiva percentagem em relação ao Volume Útil Armazenado Máxi-
mo - %VOLmax, bem como a cota de montante associada, estão dispostos na Tabe-
la A2.3, adiante. Ressalta-se que os valores dessas cotas são considerados constan-
tes ao longo de todo horizonte da programação. No que diz respeito, às vazões 
incrementais afluentes, as mesmas foram consideradas conhecidas e iguais a zero 
em todo o horizonte de estudo. 







Foz do Areia 4.637,50 70 732,62
Segredo 2.794,80 60 605,12
Salto Santiago 5.335,45 65 498,57
Salto Osório 1.069,00 50 397,00
Salto Caxias 3.523,00 50 325,00  
Os montantes de reserva observados na Tabela A2.4 referem-se a 5% da ca-
pacidade máxima da usina, a qual leva em conta o efeito da cota de montante que 
as usinas estão sujeitas no primeiro estágio, bem como as perdas hidráulicas e o 
rendimento das unidades. 
A reserva de cada usina é determinada da seguinte forma: 
¾ Inicialmente, calcula-se uma queda bruta aproximada para usina que 
leva em consideração a cota de montante mostrada na Tabela A2.3. A 
correspondente cota de jusante utilizada é aquela na qual a usina o-
pera com todas as unidades geradoras nos respectivos engolimentos 
máximos e considerando o vertimento nulo; 
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¾ em seguida são descontados da queda bruta os correspondentes va-
lores de perdas hidráulicas associadas com as unidades operando no 
engolimento máximo.  
¾ por fim, determinam-se as potências das unidades, as quais somadas 
aproximam a máxima potência que a usina pode alcançar. Para esta 
potência, então é determinado um fator (no presente caso 0,05) refe-
rente ao nível de reserva desejado na usina. 
Tabela A2.4: Reserva nas Usinas Hidrelétricas. 
USINA Reserva
(MW)




Salto Caxias 57,10  
A Tabela A2.5 ilustra os limites mínimos de armazenamento dos reservató-
rios que devem ser respeitados no último estágio de estudo. 






Foz do Areia 4.557,50 67,90
Segredo 2.774,80 54,85
Salto Santiago 5.305,45 64,27
Salto Osório 1.069,00 50,00
Salto Caxias 3.523,00 50,00  
Os limites mínimos de armazenamento foram ajustados de forma que não 
existisse vertimento66 e que fosse necessário o uso da geração termelétrica no a-
tendimento à demanda. 
                                                 
66 Não é interessante existir vertimento, pois não foi considerada a variável de vazão vertida na 
função de produção das unidades. 
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Observando-se as tabelas A2.3 e A2.5, nota-se que a Usina de Foz do Areia 
possui a maior quantidade de água disponível para a geração no horizonte de es-
tudo. A Usina de Foz do Areia pode utilizar 80 hm3, enquanto que Segredo 20 hm3 
e Salto Santiago 30 hm3 no decorrer do horizonte de estudo. As usinas a fio da á-
gua (Salto Osório e Salto Caxias) iniciam e devem terminar com os reservatórios 
idênticos. 
B. Sistema Termelétrico 
A configuração termelétrica do sistema tem potência máxima nominal de 
1.600 MW correspondendo, aproximadamente, a 20% da geração máxima total 
deste sistema. As usinas termelétricas foram consideradas inicialmente desligadas 
e a variação máxima de geração, permitida entre dois estágios consecutivos, é de 
50 MWh, para cada usina. A reserva termelétrica refere-se a 5% da capacidade 
máxima da usina. 
C. Sistema de Transmissão 
O limite máximo de intercâmbio entre todas as barras foi considerado cons-
tante em todos os estágios e com valor de 3.000 MWh. 
D. Demanda de Energia 
As características da curva de demanda do sistema hidrotérmico foram reti-
radas de uma média de três dias do consumo do estado de Santa Catarina, obtidos 
junto ao Operador Nacional do Sistema Elétrico - ONS. A Figura A2.2 ilustra a 
curva de demanda para o horizonte estudado. No horário de carga máxima, às 
19:00 horas, esse valor representa, aproximadamente, 91% da potência total insta-
lada. 
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Figura A2.2: Demanda do Sistema Hidrotérmico. 
A demanda total foi dividida entre as três barras do sistema hidrotérmico, 
em 30%, 20% e 50%, respectivamente, nas barras 1, 2 e 3. Desta forma, observa-se 




APÊNDICE 3 – SIMULAÇÃO DE OUTROS CENÁRIOS 
Outros cenários foram estudados, alterando a configuração base (Cenário 
1), como a liberação da restrição de rampa das usinas termelétricas, a diminuição 
da demanda e a alteração do volume inicial dos reservatórios. A seguir, são repre-
sentados os respectivos cenários e os seus principais resultados obtidos. 
A. Cenário 2 
Neste cenário foram consideradas as mesmas condições operativas do Ce-
nário 1, com alteração apenas nos valores da rampa das usinas termelétricas, da 
seguinte forma: Δi foi ajustado no valor da geração máxima da usina i. A alteração 
é irreal, visto que, normalmente, a usina termelétrica não consegue gerar sua capa-
cidade máxima em apenas um estágio de tempo. No entanto, a alteração é efetua-
da no sentido de se observar à geração resultante do Subproblema Termelétrico. 
Em comparação com o Cenário 1, o custo operativo resultante deste cenário 
foi menor, dado que as usinas termelétricas podem ser ligadas ou desligadas em 
qualquer estágio e podem alcançar sua geração máxima em uma hora apenas. 
A Tabela A3.1 mostra os resultados obtidos ao Cenário 2. 
Tabela A3.1: Resultados Duais para o Cenário 2. 
Dual I Dual II
multiplicadores iniciais 0,1 0,1
função dual (1º iteração) -20.692,60 -20.692,60
função dual 323.402,86 313.909,95
número de iterações 394 207
tempo computacional (s) 215,53 78,45
norma do subgradiente 8.249,75 8.472,80  
Observe que novamente o Dual I obteve o maior valor de função dual. A 
tabela mostra, também, a diferença entre o tempo computacional das duas de-
composições e ilustra o maior esforço computacional por parte do Dual I. Pode se 
notar que o Dual I é 274,74% mais lento que o Dual II.  
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O comportamento das variáveis primais foi muito semelhante ao ocorrido 
no Cenário 1. Uma diferença relevante ocorreu na geração termelétrica, nos quais 
as usinas geraram, desde o primeiro estágio, aproximadamente 200 MW em cada 
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Figura A3.1: Geração Termelétrica de T1 do Dual I. 
Os multiplicadores de Lagrange permaneceram com, aproximadamente, as 
mesmas diferenças apontadas no Cenário 167. 
Novamente, não existiu congestionamento nas linhas de transmissão, per-
mitindo o livre fluxo68 entre as barras no atendimento à demanda. Nesse sentido, 
novamente os multiplicadores das restrições de igualdade do Subproblema de A-
tendimento à Demanda são iguais para o sistema estudado69. 
B. Cenário 3 
Neste cenário, as mudanças em relação ao Cenário 1 são a curva de deman-
da e os volumes finais dos reservatórios. Aqui, a curva típica de carga para o sis-
tema estudado é denominada de curva de final de semana, como pode ser visto na 
                                                 
67 Com exceção do estágio de máxima demanda, em que o aumento foi bem menor. 
68 Somente a linha entre as barras 1 e 2 permaneceu em seu limite máximo. 
69 O horário de pico diminuiu drasticamente. No Cenário 1, o preço chegou a 95,11 R$/MWh en-
quanto que no Cenário 2, o preço está em 49,33 R$/MWh. 
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Figura A3.2. Esta curva possui o mesmo perfil da curva de demanda normal, mas 
com 80% de sua magnitude. 
Com o intuito de não haver vertimento no horizonte de estudo, o volume 
final foi reconsiderado. Neste sentido, os volumes úteis no horizonte de estudo são 
iguais àqueles definidos para o Cenário 1, com exceção de Foz do Areia, o qual foi 


















Figura A3.2 – Demanda de final de semana. 
A Tabela A3.2 ilustra os resultados duais obtidos no Cenário 3. 
Tabela A3.2: Resultados Duais para o Cenário 3. 
Dual I Dual II
multiplicadores iniciais 0,5 0,5
função dual (1º iteração) -117.461,45 -117.461,45
função dual 88.881,95 58.051,65
número de iterações 1.439 121
tempo computacional (s) 718,66 52,42
norma do subgradiente 9.789,30 10.105,94  
Pode-se observar novamente que o Problema Dual I obteve novamente o 
maior valor de função dual e suas respostas primais foram menos violadas, como 
pode ser visto pela norma do vetor de subgradientes. Na tabela ainda, nota-se que 
o Dual, neste cenário, é 1.376,22% mais lento que o Dual II. 
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A curva de demanda de final de semana representa para o problema da 
programação diária um problema com carga média. Neste sentido, na solução do 
problema dual existem muitas possibilidades na combinação da geração para se 
atender a demanda. Na Tabela A3.2 também pode ser notado o elevado aumento 
do tempo computacional para o Dual I, em relação ao Cenário 1. 
A seguir as principais diferenças em relação as variáveis primais do pro-
blema são apresentadas. Em relação à geração hidrelétrica resultante do Subpro-
blema de Alocação das Unidades Hidrelétricas, pode-se observar na Figura A3.3 
que a geração da Usina de Foz do Areia oscila de 40% a 86%de sua geração máxi-
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Figura A3.3: Geração da Usina de Foz do Areia, Dual I. 
Nos dois problemas duais, os multiplicadores associados à geração, tanto 
termelétrica como hidrelétrica, tiveram o mesmo perfil; no entanto, a diferença 
entre os valores dos problemas se elevou70. Na figura ainda pode-se observar a 
magnitude do preço (λPH), a qual diminuiu drasticamente quando comparado ao 
Cenário 1. 
                                                 
70 No último estágio a diferença alcançou 23,40 R$/MWh. 
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Figura A3.4: Multiplicadores Associados à Geração de Salto Caxias. 
Na geração termelétrica o comportamento das curvas possui as mesmas os-
cilações nos dois problemas duais. Contudo, o nível de geração resultante do Sub-
problema Termelétrico, para as duas usinas, é diferente71. Isto pode ser entendido 
por meio da diferença entre os valores dos multiplicadores de Lagrange associa-
dos à geração termelétrica. 
Os multiplicadores associados à vazão turbinada apresentaram o mesmo 
perfil que o Cenário 1, sendo que as diferenças, entre os valores nos problemas 
duais, são iguais àquelas comentadas para os multiplicadores associados à gera-
ção. 
As unidades em operação na Usina de Foz do Areia, do Dual I, são ilustra-
das na Figura A3.5. Note que essa usina varia sua geração com nenhuma, duas, 
três e quatro unidades em operação. 
                                                 
71 No Dual I, verificou-se aproximadamente a metade da geração do Cenário 1, enquanto no Dual II 
a geração é abaixo dos 100 MWh. Nos dois problemas duais não existe um aumento da geração no 
horário de máxima demanda. 
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Figura A3.5: Unidades em Operação na Usina de Foz do Areia, Dual I.  
Para o Dual II, especificamente para a Usina de Salto Osório, a escolha da 
geração pelas unidades no Subproblema Inteiro é relacionada aos dois grupos e-
xistentes na usina. Desta forma, todas as combinações das unidades são: nenhuma, 
todas do grupo I, todas do grupo II e todas unidades em operação, como pode ser 
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Figura A3.6: Unidades em Operação na Usina de Salto Osório, Dual II. 
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A geração das unidades de Foz do Areia, Salto Osório72 e Salto Caxias, re-
sultante do Subproblema Contínuo do Dual II, apresentaram na maioria dos está-
gios uma geração menor do que o limite da respectiva zona operativa. 
C. Cenário 4 
Neste cenário algumas alterações nos dados operativos dos volumes e de 
demanda foram realizadas. O volume inicial dos reservatórios foi reduzido para 
25% de seu volume útil73. Portanto, o reservatório tem sua cota de montante dimi-
nuída e, conseqüentemente, a altura de queda bruta associada. O objetivo é obser-
var o comportamento dos problemas duais com as unidades hidrelétricas operan-
do em regiões de não-convexidades das respectivas funções de produção. A Tabe-
la A3.3 ilustra os volumes dos reservatórios e suas respectivas cotas de montante. 







Foz do Areia 2925,25 25 714,17
Segredo 2659 25 603,33
Salto Santiago 3690,25 25 488,65
Salto Osório 1124 100 397
Salto Caxias 3573 100 325  
É importante lembrar que a capacidade de geração hidrelétrica diminui, 
bem como os requerimentos de reserva. A Tabela A3.4 ilustra o montante de gera-
ção hidrelétrica que deve estar a disposição para eventuais faltas e falhas nos sis-
temas de geração e transmissão. 
                                                 
72 Principalmente para as unidades do Grupo II. 
73 Somente para as Usinas de Foz do Areia, Segredo e Salto Santiago.  
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Tabela A3.4: Reserva das Usinas Hidrelétricas. 
USINA Reserva
(MW)




Salto Caxias 57,10  
O volume útil que pode ser utilizado pelas usinas, no horizonte de estudo, é 
igual àqueles definidos para o Cenário 3. 
A tabela a seguir ilustra os resultados duais no Cenário 4. 
Tabela A3.5: Resultados Duais para o Cenário 4. 
Dual I Dual II
multiplicadores iniciais 1,0 1,0
função dual (1º iteração) -224.872,58 -224.872,58
função dual 252.279,63 232.626,61
número de iterações 345 115
tempo computacional (s) 168,44 46,05
norma do subgradiente 9.955,58 10.286,67  
Na Tabela A3.5, nota-se que o Dual I obteve o maior valor de função dual e 
menor valor da norma do subgradiente. O valor da função dual é bem mais eleva-
do que no Cenário 3. Isto se deve ao baixo volume inicial dos reservatórios, que 
possibilita uma geração hidráulica máxima bem menor que a nominal74. Em rela-
ção aos tempos computacionais, pode-se notar que o Dual I é 365,78% mais lento 
que o Dual II. A Figura A3.7 ilustra a geração da Usina de Foz do Areia para este 
cenário. 
                                                 
74 Por exemplo, a Usina de Foz do Areia que possui geração nominal de 1676 MW, com a redução 
do volume inicial do Cenário 4, a geração máxima é de 1307,20 MW. 
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Figura A3.7: Geração Hidrelétrica de Foz do Areia para o Problema Dual I. 
Observe que a máxima geração da usina está próxima de 1.300 MWh. 
A Figura A3.8 ilustra o número de unidades operando na Usina de Salto 






1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24














Figura A3.8: Unidades de Salto Santiago do Subproblema Inteiro do Dual II. 
Por meio da Figura A3.8 pode-se observar que no estágio referente às 3:00h 
apenas duas unidades estão operando. Isto se explica pelo fato de que o multipli-
cador de Lagrange referente às duas unidades serem diferentes das demais75. 
                                                 
75 Os multiplicadores λphjrt=-0,03 para as duas unidades ligadas (1 e 4) e igual a 0,01 para as outras 
duas unidades desligadas. 
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Em relação as demais variáveis primais, o comportamento é muito seme-
lhante aquele comentado no Cenário 1. O multiplicador de Lagrange associado às 
restrições dualizadas de geração manteve uma diferença de, aproximadamente, 
6,00 R$/MWh. No último estágio chegou a 25,30 R$/MWh. 
 
  
APÊNDICE 4 – INTERCÂMBIO ATIVO 
Este cenário é semelhante ao Cenário 1, com alterações nos limites de inter-
câmbio das linhas de transmissão. Essas alterações adotaram como base os resul-
tados finais de intercâmbio nas linhas do Problema Dual I. A Tabela A4.1 ilustra os 
respectivos limites nas barras. 







3.000 1.500 1.250  
A Tabela A4.2 ilustra os resultados computacionais obtidos para o Proble-
mas Dual I. 
Tabela A4.2: Resultados duais para o Cenário 5. 
Dual I
multiplicadores iniciais 10
função dual (1º iteração) -2.077.706,6
função dual 386.796,50
número de iterações 168
tempo computacional (s) 95,59
norma do subgradiente 7.925,20  
As alterações nas restrições das linhas de transmissão originam um conges-
tionamento nas mesmas, que divide o sistema em subsistemas (por barras) com 
preços diferentes. Adicionalmente, a geração hidrelétrica está conectada somente à 
barra 2, obrigando em um aumento de geração termelétrica no atendimento à de-
manda, como pode ser observado na Figura A4.1. Conseqüentemente, verifica-se 
um aumento no valor de função dual quando comparado ao Cenário 1. 
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Figura A4.1: Geração Termelétrica do Dual I. 
Na Figura A4.1 pode-se observar aumentos na geração termelétrica, pt, nos 
estágios relacionados no aumento de demanda (estágios 12 e 19). No horário de 
máxima demanda, as gerações das usinas T1 e T2 alcançam, respectivamente, 
55,90% e 73,25% de suas gerações máximas. 
A Figura A4.2 mostra o valor dos multiplicadores de Lagrange associados a 
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Figura A4.2: Multiplicadores de Lagrange Associados à Geração das Usinas. 
Por meio da Figura A4.2, pode-se notar que os maiores multiplicadores de 
Lagrange associados à geração hidrelétrica provém das usinas de Foz do Areia, 
Salto Osório e Salto Caxias. 
A Figura A4.3 mostra o intercâmbio nas linhas de transmissão. Note que as 
linhas entre as barras 1-2 e 2-3 permanecem, na maioria dos estágios, no limite da 
capacidade da respectiva linha. Na barra 1-3, também, ocorre congestionamento 
em alguns estágios. 
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Figura A4.3: Intercâmbio nas Linhas de Transmissão. 
O congestionamento nas linhas acarreta em preços distintos nas barras do 
sistema, os quais são resultados do custo de produção da usina mais cara conecta-
da no respectivo subsistema. Esse preço referente em cada barra seria o custo mar-
ginal de produção das usinas, caso a solução fosse viável. 
Os formadores de preços nas barras 1 e 3 são, respectivamente, as usinas 
termelétricas T1 e T2; e na barra 2 as usinas de Foz do Areia, Salto Osório e Salto 
Caxias76. A Figura A4.4 mostra os conjuntos de multiplicadores referente em cada 
barra. 
                                                 
76 Existe uma oscilação do maior valor de multiplicador entre as referidas usinas, ao longo do hori-
zonte de estudo. 
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Figura A4.4: Conjunto de Multiplicadores Referentes a cada Barra. 
Pode-se notar na Figura A4.4 que a barra 2 possui os menores valores de 
preços e que nos estágios de aumento na demanda, a diferença nos valores dos 
multiplicadores, em cada subsistema, é visível. 
 
  
APÊNDICE 5 - DECOMPOSIÇÃO 
A representação de restrições de minimum uptime and downtime é necessária 
no sentido de diminuir o comportamento cíclico na operação das unidades hidre-
létricas. Uma nova forma de decomposição é mostrada representando os mínimos 
tempos de ligamento e desligamento e, adicionalmente, considerando o tratamen-
to das restrições de conservação da massa da água no Problema Não Linear - PNL. 
Outra mudança em relação às decomposições mostradas anteriormente é que a 
função de produção das unidades hidrelétricas considera, também, a variação de 
volume e a vazão vertida no reservatório. 
A restrição de minimum uptime and downtime das unidades hidrelétricas é 










z  (1) 
onde: 
NDjr número mínimo de estágios que a unidade j deve permanecer 
ligada; 
Tjr quantidade de estágios que a unidade deve permanecer ligada 
ou desligada; 
A decomposição do problema de otimização segue os mesmos conceitos 
abordados anteriormente. Inclui-se variáveis artificiais de geração termelétrica e 
hidrelétrica, as quais desacoplam o problema e divide-se em subproblemas meno-
res (Termelétrico, Atendimento à Demanda e Hidrelétrico), com características 
distintas. Os subproblemas, Termelétrico e de Atendimento à Demanda, são idên-
ticos aos das decomposições do Dual I e II. 
O Subproblema Hidrelétrico resultante é ilustrado a seguir.  
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= = =




PH jrt jrt rt rt
t 1 r 1 j 1
min -λ ph q ,d ,v  
sujeito a: (2) 
∩( ) ( )HH HUCC Q,s,v,d C z,q,Q,s,v  
Com o intuito de desacoplar a característica inteira-mista da não-linear é in-
cluída variável artificial pha, da mesma forma que na decomposição do Dual II, 
como é mostrado em (3). 
= = =




PH jrt jrt rt rt
t 1 r 1 j 1
min -λ ph q ,d ,v  
sujeito a: (3) 
∩ ∩( ) ( ) ( )
1 2HH AH AH
C Q,s,v,d C q,Q,s,v C z,pha  
( )=jrt jrt jrt rt rtpha ph v ,d ,q  
O conjunto CHUC(z,q,Q,s,v) novamente é dividido em dois subconjuntos me-
nores: CAH1(q,Q,s,v) e CAH2(z,pha). Relaxando o conjunto de restrições artificiais, 
com o auxílio do multiplicador de Lagrange λph, , obtém-se: 
= = = =




PH jrt jrt rt rt ph jrt jrt jrt rt rt
t 1 r 1 j 1 j 1
min -λ ph q ,d ,v λ pha ph q ,d ,v  
sujeito a: (4) 
∩ ∩( ) ( ) ( )
1 2HH AH AH
C Q,s,v,d C q,Q,s,v C z,pha  
Assim, como no Problema Dual II, a natureza inteira é separada no Subpro-
blema Inteiro-Misto (5), o qual possui natureza semelhante ao “thermal unit com-
mitment”, mas de solução mais simples, pois só existe uma restrição intertempo-
ral77.  
                                                 
77 Note que as restrições de minimum uptime e downtime estão dentro do subconjunto CAH2. 




= ∑∑∑rt2 jrt jrtJT RAH ph ph jrt
t 1 r 1 j 1
θ min pha( )  
sujeito a: CAH2(z,pha) (5) 
Os termos resultantes de (4) estão dispostos em (6). 
= = =
∑∑∑ ) )rt jrt rtJT R ph PH jrt jrt rt rt
t 1 r 1 j 1
min (-λ - λ ph (q ,d ,v  
sujeito a: (6) 
∩( ) ( )
1HH AH
C Q,s,v,d C q,Q,s,v  
O subproblema (6) refere-se ao despacho das unidades hidrelétricas e a o-
peração dos reservatórios. Conforme pode ser notado, esse subproblema apresen-
ta, na função objetivo, as não-linearidades da função de produção, e os acoplamen-
tos espacial e temporal nas restrições de conservação da massa d’água78. Note que 
todas as restrições são lineares. Todavia, o elevado número de restrições e variá-
veis, bem como as não-linearidades supracitadas, tornam a resolução deste pro-
blema de Programação Não-Linear – PNL inviável, sob ponto de vista computa-
cional. Deste modo, o último procedimento de decomposição visa amenizar o es-
forço computacional associado com a resolução de (6). 
A decomposição do PNL tem como objetivo calcular o despacho de geração, 
para cada usina hidrelétrica em cada estágio de tempo, de maneira independente. 
Para tanto, deve-se quebrar os acoplamentos temporal e espacial do PNL, causa-
dos pelas restrições de balanço hídrico, presentes em CHH. 
Para desacoplar o subproblema (6), espacialmente, duplica-se as variáveis 
que representam as vazões defluentes, para todas as usinas que possuem reserva-
tórios a jusante, em todos os estágios de tempo79. No tocante ao acoplamento tem-
poral, o conjunto de restrições responsável por tal característica é o balanço hídri-
                                                 
78 A função de custo futuro também poderia estar presente neste subproblema. 
79 Deve-se fazer pequenas adequações, pois o tempo de viagem da água interfere no número de 
variáveis duplicadas. 
Fabrício Y. K. Takigawa | Análise Comparativa de Diferentes Estratégias de Decomposição do Problema da Programa-
ção Diária da Operação de Sistemas Hidrotérmicos com base na Relaxação Lagrangeana 
 130
co, pois o volume final no estágio t será o volume inicial em t+1, para cada reser-
vatório80. Neste caso, a solução para quebrar este acoplamento consiste em dupli-
car as variáveis de volume armazenado81. Essas variáveis duplicadas são substitu-
ídas nas equações de balanço hídrico em CHH. Com essas variáveis adicionais, (6) é 
reescrito da seguinte maneira: 
= = =
∑∑∑ ) )rt jrt rtJT R ph PH jrt jrt rt rt
t 1 r 1 j 1
min (-λ - λ ph (q ,d ,va  
sujeito a: (7) 
∩( ) ( )
1HH AH
C Q,s,v,va,d,da C q,Q,s,v  
v d= =rt rt rt rtva ; da  
Agora (7) é desacoplado no tempo e no espaço. No entanto, o acoplamento 
é dado pelas restrições artificiais. Para quebrar esse acoplamento, basta relaxar 
essas restrições com o uso de multiplicadores de Lagrange adicionais λv e λd: 
τ τ τ












m,t - mr mrmr(r)
+
JT R T R
ph PH jrt jrt rt rt v rt rt
t 1 r 1 j 1 t r 1
T R
d m,t- m,t-
t r 1 m
min (-λ - λ ph (q ,d va λ va - v
λ da - d
 
sujeito a: (8) 
∩( ) ( )
1HH AH
C Q,s,v,va,d,da C q,Q,s,v  
Pode-se observar que no Subproblema (8) não existe mais acoplamento 
temporal e espacial. De forma a se tornar mais visível os subproblemas a serem 
solucionados, separa-se a função objetivo pelas suas variáveis. 
                                                 
80 Note que este é um caso de acoplamento temporal de um reservatório isoladamente. É importan-
te lembrar que existe um acoplamento temporal nas equações de balanço hídrico causado pelo 
tempo de viagem da água. Entretanto, esse acoplamento já foi eliminado neste ponto, por meio da 
duplicação das vazões defluentes. Detalhes podem ser vistos na formulação matemática. 
81 Note que a duplicação ocorre de t=2,T já que o volume inicial, em t=1, é conhecido. 
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rt




ph PH jrt jrt rt rt d rt v rt v r,t+1
t 1 r 1 j 1
d m,t-
m
min (-λ - λ ph (q ,d ,va λ d λ va λ v
λ da
 
sujeito a: (9) 
∩
1HH AH
C (Q,s,v,va,d,da) C (q,Q,s,v)  
O termo [.]†0 está presente nas usinas que possuem reservatório a jusante (e 
com tempo de viagem da água menor que o horizonte de estudo). [.]†1 só existe 
para t≥2. Por sua vez, [.]†2 deve ser eliminado para t=T. 
O Subproblema de Despacho das Unidades Hidrelétricas, (9), trata-se de 
um problema de PNL, com três restrições lineares de igualdade (balanço hídrico, 
defluência e balanço nos condutos) e Jrt+5+NM variáveis82, onde Jrt é o total de uni-
dades em operação do reservatório r durante ao estágio t, e NM  é total de reserva-
tório a montante do reservatório r.  
A Figura A5.1 ilustra a solução desta decomposição com os respectivos sub-
problemas. 
                                                 
82 Somente no primeiro estágio (t=1), diminui duas variáveis do total de variáveis, as quais corres-
pondem as variáveis de volume inicial que são conhecidas. 
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Figura A5.1: Diagrama Esquemático do Problema Dual. 
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